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Capitolo 1

Principio di equivalenza

1.1 Massa inerziale e gravitazionale

La teoria della relatività generale parte dallo scopo di creare una teoria relativistica della
gravitazione.

Galileo, lasciando cadere gravi di peso e dimensioni diverse, dimostrò che la gravità è
indipendente dalla massa.

Trascuriamo per il momento gli e�etti della relatività ristretta e scriviamo l'equazione
del moto come ~F = mi~a, ove mi è la massa inerziale del corpo in movimento.

Lasciando cadere questo corpo sulla Ter-
m gg

TERRA

massa gravitazionale

F

mi

massa inerziale

Figura 1.1: Massa gravitazionale e inerziale

ra, dovremo scrivere

mia = G
M⊕mg

r2

dove mg è una costante detta massa gravi-
tazionale del corpo, e M⊕ è la massa della
Terra. Da ciò possiamo ricavare l'accelera-
zione di gravità g

a =
GM⊕

r2

mg

mi

= g

La distinzione tra mi e mg rispecchia il fatto che la massa gravitazionale di un corpo
si misura mediante l'attrazione gravitazionale, mentre la massa inerziale mi si misura
mediante l'accelerazione che una forza �ssa produce sul corpo.

Nessuno dice a priori chemg = mi. Questo fatto è empirico ed è stato provato da Eotvos
e poi da Dicke con ottima precisione (10−12). Lo assumiamo quindi come un postulato: il
principio di equivalenza debole.

Accettato ciò, la gravità g diventa una proprietà solo della Terra e non del corpo
speci�co che si usa per misurarla. Tutti i corpi cadono quindi con la stessa accelerazione
di gravità.
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4 CAPITOLO 1. PRINCIPIO DI EQUIVALENZA

1.2 L'ascensore di Einstein

Immaginiamo ora l'esperienza concettuale dell'ascensore di Einstein. Nell'ascensore
un �sico cerca di accorgersi del suo stato di quiete o di moto assoluto senza poter �guardare
fuori�. L'ascensore è posto in 5 situazioni diverse (Fig. 1.2)
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Figura 1.2: L'esperimento concettuale dell'ascensore di Einstein

1. non accelerato e in assenza di campo gravitazionale

2. accelerato in assenza di campo gravitazionale

3. non accelerato in presenza di campo gravitazionale

4. accelerato in presenza di campo gravitazionale

5. in caduta libera in campo gravitazionale

Nel caso 1 l'ascensore è logicamente un frammento di sistema di riferimento inerziale (fram-
mento perchè è limitato spazialmente, vedremo che ciò è molto importante). Nel caso 3
l'osservatore interno alla cabina si accorge di essere �tirato� verso il basso da qualcosa che
chiama gravità. Analoga situazione si ha in 2. L'osservatore interno, a causa dell'equiva-
lenza tra massa inerziale e gravitazionale, non ha modo di distinguere se la forza che lo
attrae verso il pavimento dell'ascensore è dovuta a gravità o a una spinta in senso opposto.
Il caso 4 aumenta ulteriormente la gravità nella cabina (come si sperimenta ususalmente
quando un ascensore decelera prima di fermarsi a un piano). Ma il più interessante è il caso
5, in cui l'ascensore cade liberamente nel campo gravitazionale: l'osservatore non si accorge
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della gravità e la cabina è nuovamente un frammento di sistema di riferimento inerziale,
poichè non vi è accelerazione relativa tra gli oggetti nella cabina e la cabina stessa (tutti
hanno accelerazione ~g).

Per chi si trova nella cabina, il caso 1 è indisitinguibile dal caso 5, come il caso 2
è indistinguibile dal caso 3. Ciò è strettamente legato al principio mi = mg. Infatti
se così non fosse, si potrebbero concepire esperimenti che misurano e�etti proporzionali
a mi piuttosto che a mg e che distinguerebbero il caso in cui l'accelerazione che spinge
l'osservatore verso il pavimento della cabina è dovuta alla gravità o a una spinta in senso
opposto. Ciò porterebbe a distinguere 1 e 5, e anche 2 e 3, perchè g non sarebbe uguale
per tutti i corpi e comparirebbero accelerazioni residue che invece sarebbero assenti in 1.

1.3 Sistemi inerziali locali

Abbiamo visto in relatività ristretta l'importanza del concetto di sistema di riferimento
inerziale. Si accetta empiricamente l'esistenza di sistemi inerziali e vi si costruisce sopra la
più semplice �sica possibile.

Quando si è in presenza di un campo gravitazionale, bisogna stare attenti a ciò che si
assume come sistema di riferimento inerziale. Poichè possiamo identi�care le accelerazioni
e le gravità, la presenza di una forza di gravità è indice della non inerzialità di un sistema
di riferimento. Ad esempio la prova che la Terra ruota può essere data dal pendolo di
Focault e quindi un sistema solidale con la super�cie terrestre non è inerziale. Il fatto che
i gravi cadono sulla Terra signi�ca che la Terra non è inerziale, proprio perchè c'è la forza
di gravità.

Separiamo la forza di gravità dalle al-

TERRA

Figura 1.3: Cabina di dimensioni comparabili
con quelle della Terra

tre forze. Un corpo che cade in un campo
gravitazionale, secondo Einstein, non cade
perchè soggetto a una forza, ma perchè il
sistema da cui è osservato non è inerzia-
le. In un sistema inerziale non c'è gravità
e il corpo, se non è soggetto ad altre forze,
procede di moto rettilineo uniforme.

In presenza di un campo gravitaziona-
le, riguarderemo quindi come inerziale quel
sistema che cade nel campo in modo da
annullarlo completamente, e ciò è possibile
solo ammettendo che mi = mg.

Si noti che questo discorso può valere solo per regioni molto piccole. Non avrebbe senso
ripetere l'esperimeno dell'ascensore con una cabina confrontabile con le dimensioni della
Terra: la gravità in punti diversi della cabina varierebbe sensibilmente (Fig. 1.3).

I sistemi inerziali di cui tratteremo saranno perciò sempre sistemi inerziali locali, cioè
la validità dell'inerzialità sarà limitata solo in un intorno in�nitesimo di un certo punto.

Esempi pratici di sistemi inerziali locali in un campo gravitazionale sono le capsule
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spaziali (Fig. 1.4). Ammesso per esse che le orbite siano circolari, avrò che la forza
gravitazionale eguaglia, per il baricentro della capsula, la forza centrifuga. Se però la
capsula fosse molto grande rispetto alla Terra, sul bordo più vicino alla Terra avrei una
gravità maggiore e una forza centrifuga minore. Viceversa, sul bordo più lontano, avrei
una gravità minore e una forza centrifuga maggiore. Si manifesterebbero forze residue (di
�marea�) che tenderebbero ad allontanare i corpi dal baricentro della capsula. Anche qui
compare la natura locale del sistema inerziale.

Supponiamo ora di avere due capsule

TERRA

gravità

centrifuga

Figura 1.4: Capsula in orbita attorno alla
Terra

che siano, ad un certo istante, a contatto
l'una con l'altra. La più esterna viaggia su
un'orbita più lontana e quindi ha una ve-
locità minore dell'altra. Esiste quindi una
accelerazione reciproca che non permette di
concepire un sistema inerziale comune alle
due capsule. Solo se il campo gravitaziona-
le fosse omogeneo potremmo pensare che
gli e�etti suddetti non si facciano sentire,
ma relativisticamente un campo simile non
può esistere, in quanto accelererebbe inde�-
nitamente i corpi che raggiungerebbero co-
sì la velocità della luce. Solo localmente
possiamo parlare di campo gravitazionale

omogeneo.

L'e�etto di immettere un campo gravitazionale nello spazio è quello di frantumare
il sistema di riferimento inerziale che prima regnava su tutto lo spazio di Minkowski in
un'in�nità di sistemi di riferimento inerziali locali distinti l'uno dall'altro.

All'interno di questi sistemi la �sica continua a valere come prima, ma i problemi
appaiono quando si tenta di collegare un sitema di riferimano inerziale locale con un altro.
A ciò serve l'uso delle coordinate curvilinee.

L'esperimento dell'ascensore si supponeva e�ettuato a piccole velocità rispetto a c e
suggeriva un principio di equivalenza classico. Ma a grandi velocità ~F = m~a è modi�cata.

Il dire che posso compensare il campo gravitazionale comunque intenso questo sia e
qualunque sia la velocità in gioco, anche in presenza di fenomeni qualsiasi,è un postulato
che va sotto il nome di principio di equivalenza universale o forte.

Dare informazioni sul campo gravitazionale equivale a dare le leggi di trasformazione
tra due sistemi di riferimento inerziali locali.

Come sulla Terra non si può fare un planisfero non deformato, così non si può rap-
presentare tutto lo spazio-tempo con un solo spazio psudoeuclideo alla Minkowski, ma
occorreranno parecchie �carte� che cotribuiscono a formare un �atlante� delo spazio.

Supponiamo di avere due capsule A e B �compenetrate� l'una nell'altra, in modo tale
che ci sia una zona dello spazio che sia descritta altrettanto bene sia dalle coordinate di A
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che di B. Se le capsule sono in moto accelerato l'una rispetto all'altra, per esempio se

x =
1

2
gt2

(funzione quadratica del tempo), allora un punto �sso per A si muove per B di moto
accelerato e qundi non lineare. Le relazioni di trasformazione tra A e B non saranno
lineari. E' impossibile costruire un sistema inerziale che sia tale contemporaneamente in A
e in B. Le trasformazioni di Lorentz, in quanto lineari, sono quindi da scartare. La metrica

ds2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2

se è valida in una capsula, non lo sarà più nell'altra. Infatti in A avremo

ds2
A = (dx0

A)2 − (dx1
A)2 − (dx2

A)2 − (dx3
A)2

mentre in B è
ds2

B = (dx0
B)2 − (dx1

B)2 − (dx2
B)2 − (dx3

B)2

Estendendo le coordinate di A in B sono costretto a scrivere

xB = f(xA)

con f funzione non lineare. Esprimendo ds2
B in funzione delle dxA si nota allora che la

metrica in B
ds2

B = gµν(xA)dxµ
Adx

ν
A

contiene dei coe�cienti (che saranno delle derivate della f(xA)rispetto a xA) dipendenti
da xA. Posso quindi estendere le coordinate da A a B, ma devo rinunciare a scrivere la
metrica come somma/di�erenza di quadrati delle dxA senza alcun coe�ciente. La forma
dei coe�cienti sarà tale da ridursi al tensore metrico gµν di Minkowski quando ci si limiti
dentro A.

Ad esempio sia data una super�cie sferica e coordiate polari su di essa. La distanza tra
due punti della sfera è data da

ds2 = dθ2 + sin2 θ · dϕ2

Il coe�ciente di dϕ2, coè sin2 θ, varia da punto a punto. Se potessi trovare delle coordinate
in cui la metrica sulla sfera ha tutti i coe�cienti costanti, potrei ricondurre la geometria
della sfera a quella del piano. Ciò, come noto, non è possibile.

Il tentativo è dunque quello di ricoprire tutto lo spazio con sistemi inerziali locali e di
legarli l'uno all'altro con opportune trasformazioni, che abbiamo visto essere in genere non
lineari.

Preso un sistema localmente inerziale A, cerchiamo di estenderne le coordiante a un
sistema B contiguo. In A lo spazio è minkowskiano

ds2 = ηµνdx
µdxν (1.1)



8 CAPITOLO 1. PRINCIPIO DI EQUIVALENZA

(Indicheremo con ηµν la metrica dello spazio di Minkowski, riservando gµν(x) al caso più
generale di metriche non costanti). In A∩B posso saldare le coordiante di A con quelle di
B

xA = f(xB)

e, supposta la trasformazione invertibile, xB = f−1(xA). f non è in genere lineare e perciò
di�erenziando avrò

dxµ
A =

∂xµ
A

∂xν
B

dxν
B

Sostituendo nella (1.1) ho
ds2 = dxµ

Bdx
ν
Bgµν(xB) (1.2)

dove gµν(xB) è il coe�ciente del termine µ− ν-esimo della metrica, ora dipendente da xB.
gµν deve tendere a ηµν per xB che si av-

A B
A   B

U

Figura 1.6: Collegamento tra due sistemi di
riferimento localmente inerziali

vicina al centro di B e se ne discosta sempre
più man mano che mi avvicino ai bordi di
B.

Una varietà in cui sia data una metrica
del tipo (1.2) è una varietà riemanniana.
In una varietà riemanniana non è richiesto
necessariamente che gµν → ηµν al centro di
B. Si può però dimostrare che, con un'op-
portuna scelta delle coordinate, ci si può
sempre ricondurre a un sistema inerziale
locale, quindi gµν → ηµν al centro di B. In
una teoria di questo genere le coordiante di-
ventano delle entità libere: servono esclusi-
vamente ad etichettare i punti dello spazio-

tempo. La struttura dello spazio-tempo deriva dall'aver dato la metrica, che descrive la
distanza tra due punti vicini.

Usare un sistema di coordainte piuttosto che un altro è una questione di pura utilità
pratica. Si useranno ad esempio coordiante cartesiane nel piano, polari sulla sfera, ecc...

1.4 Spazi curvi e geometria di�erenziale

Il problema delle varietà a più dimensioni fu risolto da Gauss in Institutiones Geometricae,
ove egli pose le basi della geometria di�erenziale poi sviluppata da Riemann. Una varietà
riemanniana è un insieme di punti etichettati da coordinate. Nello spazio euclideo c'è
corrispondenza biunivoca tra coordinate e punti, mentre in una varietà riemanniana la
corrispondenza è solo univoca. Ad esempio, coordinate polari sulla sfera non descrivono
univocamente i poli. Si dice che sono singolari nei poli. Coordinate polari nel piano sono
singolari nell'origine. In genere, un sistema di coordinate è sempre singolare in qualche
punto. Ad esempio nella sfera si dimostra che è impossibile costruire coordinate che non
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abbiano singolarità. Un sistema di coordiante, qundi, non copre mai tutto lo spazio, ma
solo una porzione di esso.

Una varietà può essere ricoperta da più sistemi di coordiante in modo tale che un
punto si trovi immerso in un sistema di coordinate regolare almeno una volta. Una varietà
è coperta da una serie di �carte� locali che coprono ognuna un frammento della varietà.
L'insieme di tutte le carte si dice �atlante�. Un punto può apparire in più carte, l'importante
è che appaia in almeno una di esse.

Supponiamo di avere due carte che si sovrappongono in un pezzo comune. Ogni punto
comune ha l'opzione di essere descritto dalle coordiante di una carta o da quelle dell'altra.
Questa relazione si assumerà essere in�nitamente di�erenziabile e invertibile.

Una funzione di�erenziabile su una carta è allora ovviamente di�erenziabile anche
sull'altra e la varietà si dirà varietà di�erenziabile.

In una varietà di�erenziabile è possibile dare una metrica nella forma (1.2) in qualunque
carta.

Gauss riguardava le super�ci come immerse in uno spazio a 3 dimensioni, in cui la
distanza è de�nita dal teorema di Pitagora. Quindi le super�ci �ereditano� la loro metrica
da quella dello spazio euclideo in cui sono immerse. Il problema però e diverso: se io
sono vincolato a muovermi sulla super�cie senza mai �uscirne�, cosa potrò dire della sua
curvatura? Esiste una curvatura �intrinseca� della super�cie, indipendente dal fatto che
essa sia immersa in un certo spazio-ambiente? Le varietà riemanniane non fanno men-
zione dello spazio in cui sono immerse, anche perchè per immergere una super�cie curva
tridimensionale in uno spazio euclideo avremmo bisogno di 6 dimensioni.

Immaginiamo una linea unidimensionale sulla quale siamo vincolati a muoverci. Un
osservatore che possa muoversi anche sui punti circostanti dello spazio tridimensionale può
descrivere la curvatura della linea prendendo un vettore ~τ(P ) tangente ad essa in un punto
P e poi in un punto P + dP . Sia ds la lunghezza dell'arco P, P + dP e dϕl'angolo tra ~τ(P )
e ~τ(P + dP ). Si dice curvatura K l'espressione

K =
dϕ

ds
=

1

R

R è detto raggio di curvatura nel punto P e in genere varia al variare di P . Per un cerchio
R è costante e coincide col raggio del cerchio.

La curvatura così descritta è una curvatura estrinseca. Se fossi vincolato a viaggiare
solo sulla linea unidimensionale senza vedere ciò che mi sta attorno, potrei misurare solo
le distanze tra due punti della linea, ma non l'angolo dϕ e non potrei quindi parlare
di curvatura. Se la linea fosse un �lo inestensibile e io tendessi tale �lo, sparirebbe la
curvatura, ma chi è vicolato al �lo non si accorgerebbe di nulla perchè può solo misurare
delle distanze sul �lo, che non sono variate.

Una variante del metodo precedente che conduce alla curvatura intrinseca è quella di
considerare, anzichè il vettore tangente ~τ , quello normale ~n. Finchè mi limito a una super-
�cie unidimensionale non cambia nulla, ma quando passo a una super�cie bidimensionale
σ ciò corrisponde a prendere un cammino su�cientemente piccolo e chiuso sulla super�cie
(di area dσ) e ad erigere su tale cammino una �palizzata� di versori normali alla super�cie.
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Consideriamo ora una sfera di raggio 1 (detta indicatrice sferica) e riportiamo su di essa.
a partire dal centro, dei versori paralleli a quelli della palizzata. Tali versori individueranno
sulla super�cie sferica una curva che è l'immagine sulla sfera del cammino originario sulla
super�cie σ. Tale cammino sulla super�cie sferica avrà un'area dφ. Si dirà curvatura della
super�cie σ il rapporto

K =
dφ

dσ
=

1

R2

R è il raggio di curvatura. K è detta curvatura gaussiana. Si può dimostrare che la
curvatura guassiana dipende solo dal tensore metrico della super�cie e ha quindi una natura
intrinseca. Piegando un foglio di carta cambia la curvatura estrinseca, ma non quella
intrinseca.

Un altro modo di presentare la stessa

P

P+dP

ds

dφ

Figura 1.7: Linea unidimensionale

cosa è quello di prendere sul piano un trian-
golo qualunque. Sappiamo che la somma
dei suoi angoli interni è

α+ β + γ = π

e che ciò è diretta conseguenza del postu-
lato delle parallele (o 5° postulato di Eucli-
de). Se invece calcoliamo la somma degli
angoli interni di un triangolo su una super-
�cie sferica, questa non è più uguale a un

angolo piatto, ma si ha

α+ β + γ − π =
Area

R2
= Area ·K

Per rendersi conto di ciò si noti che sulla sfera possono esistere per�no triangoli trirettangoli:
si pensi a un triangolo formato da due meridiani che partono dal polo nord a 90° l'uno
dall'altro e chiuso dall'equatore, che è interesecato da ogni meridiano a 90°. La somma
degli angoli interni di tale ottante sferico è evidentemente di 270°.

E' quindi possibile misurare K e�ettuando misure tutte possibili per un essere vincolato
a muoversi sulla super�cie sferica: K così de�nita è quindi una curvatura intrinseca.

Naturalmente per super�ci qualunque occorrerà prendere triangoli in�nitesimi, poichè
K potrà variare da punto a punto. La curvatura gaussiana è quindi legata alla violazione
del postulato delle parallele: per un pianoK = 0. Per varietà a più dimensioniK dipenderà
anche dall'orientazione spaziale dei triangolini e quindi non sarà più rappresentata da un
unico numero, ma da una collezione di numeri che costituisce il cosiddetto tensore di
Riemann.

La curvatura K dice anche �no a che punto sia possibile approssimare una super�cie
curva con un piano, ovvero un sistema di coordinate con un sistema localmente inerziale.
Infatti per regioni dello spazio aventi dimensioni lineari molto minori di R i triangoli
saranno quasi esattamente euclidei. Ma per distanze comparabili con R la geometria
euclidea risulterà inapplicabile e il sistema di riferimento non sarà più inerziale.
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α β

γ

α β
γ

α

γ

β

α+β+γ>π

α+β+γ<π

α+β+γ=π

Figura 1.8: Triangoli su una sfera (K > 0), su un iperboloide (K < 0) e sul piano (K = 0)

Abbiamo de�nito la curvatura secondo la formula

K =
α+ β + γ − π

Area
=

1

R2

Ad esempio prendiamo uno spicchio sferico. Detto R il raggio della sfera si ha

α+ β + γ − π = α+
π

2
+
π

2
− π = α

Area = αR2

e quindi K = 1/R2.
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Capitolo 2

Varietà di Riemann

Cerchiamo di formalizzare la discussione geometrica riportata nel capitolo precedente in-
troducendo i concetti di base che portano alla de�nizione di varietà riemanniana. La
trattazione esposta qui è alquanto sempli�cata, e una sua formulazione più completa è
demandata agli sviluppi formali del corso di Relatività Avanzata, ove verranno trattati i
concetti di spazio vettore tangente, di vielbein, di forme di�erenziali. Qui ci accontente-
remo di quei concetti che permettono di introdurre il calcolo tensoriale curvo e discutere
poi gli elementi di geometria di�erenziale necessari a una formulazione delle equazioni del
moto in campo gravitazionale e delle equazioni del campo gravitazionale stesso.

2.1 Spazi di Hausdor� e varietà di�erenziabili

De�nizione Un insieme W di punti x è detto spazio topologico se esiste una collezione
Σ di sottoinsiemi Ui di W, detti aperti di W, tale che

1. una unione
⋃

i Oi, anche in�nita, discreta di aperti di W è ancora un aperto

2. una intersezione �nita di aperti
⋂n<∞

i=1 Oi ∈ Σ

La collezione Σ si dice topologia di W.

De�nizione Uno spazio topologico W è detto spazio di Hausdorf se soddisfa il cosid-
detto assioma di separazione di Hausdorf, cioè se dati due punti x1, x2 ∈ W, esistono
aperti disgiunti O1 e O2 tali che x1 ∈ O1, x2 6∈ O1 e x2 ∈ O2, x1 6∈ O2.

In RN la topologia Σ consiste di tutti gli aperti generati dalle regole 1 e 2 a partire dagli
aperti cubici del tipo

aµ < xµ < bµ , µ = 1, ..., N

il che include, per esempio, l'interno delle sfere
∑

µ |xµ|2 < R2 con R raggio qualunque. RN

è uno spazio di Hausdorf in quanto è possibile realizzare attorno a ogni punto x una sfera
di raggio R = ε piccolo a piacere (intorno di x) tale che dato un altro punto questo non sia
incluso nell'intorno del precedente. Perciò l'assioma di separzione può essere realizzato.

13
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De�nizione Una carta aperta a = (O, C) è formata da un aperto O ∈ Σ e da una
applicazione C : O → U, in cui U è un aperto di RN .

Perciò una carta aperta realizza una mappa dell'aperto O in RN . Come esempio possiamo
pansare a una carta geogra�ca di una regione della Terra riportata su un foglio piano. A
ogni punto x ∈ O viene così assegnata una N -upla di numeri xµ = (x1, ...xN) di RN detti
coordinate del punto x.

De�nizione Una struttura di�erenziabile su W di dimensione N è una collezione A
di carte aperte a = (Oa, Ca) dove C(Oa) è un aperto di RN tale che

1.
⋃

a∈A Oa = W
2. Se a, b ∈ A e Oa∩Ob 6= ∅, l'applicazione CbC−1

a è una applicazione di�erenziabile
di Ca(Oa ∩Ob) su Cb(Oa ∩Ob).

Ciò signi�ca che in Oa ∩ Ob possiamo usare sia coordinate xµ
a di a che coordinate xµ

b di b
per lo stesso punto x. La 2 richede che la corrispondenza tra le xµ

a e le xµ
b sia di�erenziabile

e invertibile, cioè che lo Jacobiano

Jab =

∣∣∣∣∂xµ
a

∂xν
b

∣∣∣∣ 6= 0,∞

in tutto Oa ∩Ob.

De�nizione Uno spazio di Hausdorf W dotato di struttura di�erenziabile su RN si dice
varietà di�erenziabile WN di dimensione N .

De�nizione Una funzone reale f : WN → R si dice di�erenziabile in x ∈ WN se fC−1
a è

di�erenziabile in Ca(Oa) per x ∈ Ua. f si dice poi di�erenziabile se è di�erenziabile
in tutti i punti x ∈ WN .

Una varietà di�erenziabile in cui tutte le funzioni di�erenziabili siano di classe C∞, cioè
siano in�nitamente di�erenziabli si dice varietà liscia. Su una varietà di�erenziabile
è perciò de�nibile localmente (ovvero per ciascun aperto) un concetto di derivata e di
di�erenziale, indotti dalla struttura di�erenziabile attraverso la mappa C.

2.2 Varietà riemanniane

De�nizione Una varietà di�erenziabile WN tale che in ogni suo aperto O sia de�nita una
metrica

ds2 = gµν(x)dx
µdxν (2.1)

è detta varietà di Riemann. L'insieme dei coe�cienti gµν si dice tensore metrico.
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Dati due aperti O e O′ di WN , un punto che appartenga a O ∩ O′ può essere identi�cato
sia con coordinate xµ di O che con coordinate x′µ di O′. Il legame tra queste coordinate
sarà del tipo

x′µ = fµ(x)

Richiederemo che fµ siano funzioni invertibili, cioè che esistano delle gν tali che

xν = gν(x′)

e che f e g siano di classe C∞. Conseguenza immediata dell'invertibilità è che lo Jacobiano
di questa trasformazione non deve mai essere nullo e che quindi deve avere segno costante
in tutto O ∩O′.

In O ∩O′ deve essere ds2 = ds′2 e quindi, di�erenziando le trasformazioni da O a O′

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν

e sostituendo nella (2.1)

ds2 = g′µν(x
′(x))

∂x′µ

∂xλ

∂x′ν

∂xρ
dxλdxρ

si ricava la trasformazione del tensore metrico

gλρ(x) = g′µν(x
′(x))

∂x′µ

∂xλ

∂x′ν

∂xρ

in tutto O ∩ O′. Dare il tensore metrico signi�ca dare i gµν(x) per qualunque O con la
condizione che in O ∩O′ valga la relazione ora trovata.

Sappiamo dalla (2.1) che non vi è un passo regolare nelle coordiante: punti con coordi-
nate molto diverse possono essere vicinissimi e punti con coordinate quasi uguali possono
essere lontanissimi. Tutto dipende dalla forma di gµν .

2.3 Sistema localmente inerziale e spazio tangente

Consideriamo un punto P ∈ O. Facciamo una trasformazione di coordinate in modo che
le coordinate di P siano xµ(P ) = 0, cioè �ssiamo P come origine. Ciò è sempre possibile,
basta e�ettuare una trasformazione

x′µ = xµ − xµ(P )

Avendo scritto ds2 in funzione del tensore metrico ci si libera, in un certo senso, dell'eti-
chettatura dei punti. qualunque trasformazione invertibile mi cambierà il tensore metrico
ma lascerà invariata la ds2. Le coordinate non hanno quindi alcun signi�cato intrinseco.
Ciò che caratterizza lo spazio e la sua curvatura è ds2.

Il punto P avrà ora coordinate
xµ(P ) = 0
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E�ettuiamo una trasformazione
xµ = fµ(y)

tale che yν(P ) = 0. Avremo

gµν(x)
∂xµ

∂yλ

∂xν

∂yρ
dyλdyρ = gλρ(y)dy

λdyρ

Imponiamo che gλρ(0) = ηλρ. gλρ ha 10 componenti indipendenti (essendo simmetrico per
scambio di λ con ρ). Dovrà essere

gµν(0)
∂xµ

∂yλ

∣∣∣∣
0

∂xν

∂yρ

∣∣∣∣
0

= ηλρ

Considerando questo come un sistema le cui incognite siano le ∂x
∂y
, se riuscissi a risolverlo

otterrei la trasformazione f che soddisfa la condizione di darmi un sistema di coordinate
che sia localmente inerziale.

Le ∂x
∂y

sono 16 mentre le equazioni sono 10, quindi ho ∞6 soluzioni, dipendenti da 6
parametri. Il fatto che i parametri siano 6 è comprensibile. Una volta individuato un
sistema localmente inerziale nell'intorno di P , tutti gli altri si potranno ottenere da questo
mediante trasformazioni di Lorentz, che dipendono appunto da 6 parametri.

Siamo riusciti a trovare dei sistemi di coordinate che nell'origine sono minkowskiani,
vogliamo ora che si discostino il meno possibile dalla forma minkowskiana in un intorno
dell'origine, cioè imponiamo la stazionarietà di gλρ nell'origine

∂gλρ

∂yσ

∣∣∣∣
0

= 0

Ribattezziamo le coordinate y con x e le nuove coordiante che troveremo con y. Avremo
che

gλρ(y) = gµν(x)
∂xµ

∂yλ

∂xν

∂yρ

da cui
∂gλρ

∂yσ
=
∂gµν

∂xτ

∂xτ

∂yσ

∂xµ

∂yλ

∂xν

∂yρ
+ gµν

∂2xµ

∂yσ∂yλ

∂xν

∂yρ
+ gµν

∂xµ

∂yλ

∂2xν

∂yσ∂yρ

Nell'origine tale equazione diventa

∂gλρ

∂yσ

∣∣∣∣
0

=
∂gλρ

∂yσ

∣∣∣∣
0

+ ηµν
∂2xµ

∂yσ∂yλ

∣∣∣∣
0

+ ηµρ
∂2xν

∂yσ∂yρ

∣∣∣∣
0

= 0

pioché
∂xµ

∂yλ

∣∣∣∣
0

= δµ
λ e gµν(0) = ηµν

Il tensore gµν ha 10 componenti indipendenti che, derivate rispetto a 4 variabilidello spazio-
tempo danno 40 derivate prime. Ho quindi 40 equazioni nelle incognite ∂2x

∂y∂y
che sono

40.
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È quindi possibile risolvere esattamente questo sistema. Una volta fatto ciò si è trovato
uno (e uno solo) sistema di coordinate tale che

gµν(0) = ηµν ,
∂gµν

∂xσ

∣∣∣∣
0

= 0

A questo ci si riferisce come al sistema inerziale locale in P . Potremmo ora pensare di
procedere in modo analogo imponendo delle condizioni sulle derivate seconde e ricavando
le derivate terze, e così via, ma ciò non è possibile perché si otterrebbe un sistema con più
equazioni che incognite.

Facciamo il calcolo del numero di equazioni per uno spazio a N dimensioni. Il tensore
metrico ha N(N+1)

2
componenti indipendenti perché è simmetrico negli indici, mentre le ∂x

∂y

sono N2. Rimangono N(N−1)
2

parametri liberi, tanti quante le componenti di una matrice
N ×N antisimmetrica quale il generatore delle trasformazioni di Lorentz a N dimensioni.

La derivata del tensore metrico ha N2(N+1)
2

componenti (perchè si moltiplica il numero
di componenti di gµν per il numero di derivate possibili) mentre le ∂2x

∂y∂y
sono proprio

N2(N+1)
2

(poiché il denominatore è simmetrico negli indici mentre il numeratore haN indici).
Essendo 0 la di�erenza, le derivate seconde restano univocamente determinate.

Se passiamo alle derivate terze, avremo la ∂2gµν

∂xλ∂xρ che ha N2(N+1)2

4
componenti indi-

pendenti (sia il numeratore che il denominatore sono simmetrici negli indici) mentre le
derivate ∂3xλ

∂yµ∂yν∂yρ sono N2(N+1)(N+2)
6

(perché a denominatore ho 3 indici simmetrici, che

sono N(N+1)(N+2)
6

1 mentre a numeratore ho N indici). La di�erenza questa volta è N2(N2−1)
12

a favore delle equazioni. Ho cioè più equazioni di quelle necessarie per determinare univo-
camente le derivate seconde di gµν . nel caso N = 4 si hanno 80 incognite e 100 equazioni,
cioè rimangono 20 equazioni in più del necessario, che mi impediscono di annullare con-
temporaneamente tutte le derivate seconde del tensore metrico. Ne rimangono sempre 20
non nulle (a parte casi fortunati e dotati di particolari simmetrie).

Si noti che per N = 1 tale di�erenza vale 0, ma abbiamo già visto che un sistema a 1
dimensione non ha curvatura intrinseca. Invece per N = 2 la di�erenza è 1. Per descrivere
una super�cie curva come immersa in uno spazio euclideo o pseudoeuclideo, tale spazio
deve avere una dimensione in più della super�cie, cioè 3 dimensioni. Si noti tuttavia che
non tutte le super�ci curve possono essere disegnate in R3. Talune infatti sono immerse in
R2,1. In generale si ha

1Il numero di n-ulpe simmetriche con ripetizione di N oggetti è dato da

(
N + n− 1

n

)
. Perciò

se ho una coppia di indici simmetrici avrò

(
N + 1

2

)
= N(N+1)

2 oggetti, mentre se ho una terna ho(
N + 2

3

)
= N(N+1)(N+2)

3 .
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dim. varietà N2(N2−1)
12

dim. di Rp,q di immersione

1 0 1
2 1 3
3 3 6
4 20 24
5 50 55

Il numero caratterizzante le super�ci bidimensionali riemanniane è la curvatura. I
20 numeri caratterizzanti gli spazi-tempi riemanniani sono le componenti del tensore di
Riemann.

Quello che abbiamo ora realizzato da un punto di vista matematico è lo spazio tangen-
te alla varietà riemanniana nel punto P . È questo spazio tangente che realizza localmente
il sistema inerziale necessario all'implementazione del principio di equaivalenza.

2.4 Calcolo tensoriale su varietà riemanniane

L'universo viene visto da parecchi osservatori ognuno dei quali ha un proprio sistema di
coordinate. Ma la realtà è unica e quindi deve essere invariante. Per tradurre le osservazioni
di un osservatore nel sistema di coordinate di un altro ci si serve del calcolo tensoriale.

Sia data, in un aperto O, una funzione

V µ(x) ∈ C∞

Al variare di µ ho 4 (in generale N) funzioni. Si dice che queste funzioni costituiscono un
vettore contovariante se, preso un altro aperto O′ tale che O ∩O′ 6= ∅, si ha

V ′µ(x′) = V ν(x)
∂x′µ

∂xν

ovvero

V ν(x) = V µ
A (x′)

∂xν

∂x′µ

Va notato che queste relazioni sono una conseguenza l'una dell'altra a causa della regola
di derivazione composta che fornisce

∂xν

∂x′µ
∂x′µ

∂xλ
= δν

λ

I di�erenziali dxµ sono un vettore controvariante

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν

Le coordinate xµ invece in genere non sono un vettore, perché la loro trasformazione non
è lineare.
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Un vettore covariante è invece un ente che si trasforma come

U ′
µ(x′) = Uν(x)

∂xν

∂x′µ

Se la trasformazione tra le x e le x′ è una trasformazione di Lorentz, la ∂x
∂x′ è semplicemente

la matrice di Lorentz e Uµ si comporta come un vettore covariante come era stato de�nito
nello spazio di Minkowski. Gli aperti O, O′ in questo caso coincidono con tutto lo spazio,
cioè lo spazio di Minkowski può essere ricoperto da un'unica carta.

Un tensore di rango 2 è un oggetto con 2 indici controvarianti, o 2 covarianti, o 1 indice
controvariante e 1 covariante. Ad esempio

T ′µ1µ2 = T ν1ν2
∂x′µ1

∂xν1

∂x′µ2

∂xν2

è un tensore con 2 indici controvarianti. Analogamente per il rango 3

T ′µ1µ2µ3 = T ν1ν2ν3
∂x′µ1

∂xν1

∂x′µ2

∂xν2

∂x′µ3

∂xν3

Nel calcolo tensoriale per sommare su un indice, questo deve comparire due volte: una in
alto e una in basso. Se ciò non si veri�ca, la formula in questione o è sbagliata o non è una
formula del calcolo tensoriale.

Si noti che la derivazione rispetto a una variabile con indice in alto, porta in basso
l'indice

∂

∂xν
= ∂ν

Infatti, di�erenziando una funzione ϕ si ha

dϕ =
∂ϕ

∂xν
dxν

sommato su ν, e quindi, per non avere contraddizione con la convenzione di Einstein,
l'indice ν della derivata va supposto in basso.

Un tensore completamente covariante di rango 3 si trasforma come

T ′µ1µ2µ3
= Tν1ν2ν3

∂xν1

∂x′µ1

∂xν2

∂x′µ2

∂xν3

∂x′µ3

Un tensore di rango 2 con un indice covariante e uno controvariante si trasforma come

T ′λµ = T σ
ν

∂x′λ

∂xσ

∂xν

∂x′µ

La formula che lega il tensore metrico in due riferimenti O e O′ mostra che gµνun tensore
con 2 indici covarianti.

Vogliamo che tutte le leggi �siche si scrivano come annullamento di un tensore, poiché
se un tensore è 0 per O lo è anche per O′ e ciò garantisce l'invarianza delle leggi �siche.
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La somma di due tensori dello stesso tipo è ancora un tensore dello stesso tipo e mol-
tiplicando un tensore per una costante si ha ancora un un tensore dello stesso tipo, quindi
combinazioni lineari di tensori dello stesso tipo sono ancora tensori dello stesso tipo.

De�niamo prodotto del tensore V µper il tensore Uλ la quantità

W µ
λ = V µUλ

W µ
λ è un tensore. Infatti se

V ′µ(x′) = V ν(x)
∂x′µ

∂xν
e U ′

λ(x
′) = Uρ(x)

∂xρ

∂x′λ

allora

W ′µ
λ (x′) = V ′µ(x′)U ′

λ(x
′) = V ν(x)

∂x′µ

∂xν
Uρ(x)

∂xρ

∂x′λ
= W ν

λ (x)

Lo scalare è un tensore privo di indici e si trasforma come

S ′(x′) = S(x)

Posso moltiplicare uno scalare per un vettore ottenendo un vettore dello stesso tipo.
Passiamo ora alla contrazione di due indici, che consiste nel selezionare un indice

covariante e uno contovariante e sommare su di essi.
Iniziamo dalla traccia di una matrice. Data la matrice T µ

σ si dice traccia la somma
T µ

µ, che è uno scalare. Infatti

T ′µµ = T σ
ν

∂x′µ

∂xσ

∂xν

∂x′µ
= T σ

ν

∂xν

∂xσ
= T σ

νδ
ν
σ = T σ

σ

È facile veri�care che la contrazione di un tensore di rango r è un tensore di rango r − 2.
Abbiamo visto che gµν è un tensore. Esso costituisce una matrice 4×4 reale. È possibile

allora chiedersi quale sia la matrice inversa di gµν . Nello spazio di Minkowski è immediato
veri�care che la matrice inversa di η = diag(1,−1,−1,−1) è ancora η. In termini tensoriali
ciò si traduce in

ηµνη
νσ = δσ

µ

Quando inverto gµν in genere ottengo una matrice che indico con gµν diversa dalla prece-
dente. Si dimostra che gµν è un tensore con due indici contovarianti, il che concorda con
la convenzione di Einstein

gµνg
νσ = δσ

ν (2.2)

δµ
ν è un tensore. Infatti, supposto di costruire un tensore δλ

µ,A di componenti δλ
µ, questo si

trasforma come

δλ
µ,A = δρ

σ,B

∂xλ
A

∂xρ
B

∂xσ
B

∂xµ
A

= δλ
µ

La delta di Krönecker si conserva passando da un aperto a un altro.
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Si vede allora che la (2.2) è una equazione tensoriale. si parte infatti da 2 tensori di
rango 2, gµν e gµν , ne si fa il prodotto, che è un tensore di rango 4 e poi si contraggono
due degli indici ottenendo un tensore di rnago 2 che è la delta di Krönecker.

Supponiamo di avere un vettore V µ e di moltiplicarlo per gµν . Otterremo

V µgµν = Vν

Vν è un vettore covariante �associato� a V µ, nel senso che V µ e Vν hanno lo stesso contenuto
�sico. Viceversa per alzare un indice

Vνg
µν = V µ

L'operazione può essere fatta sul tensore metrico stesso come mostra la (2.2). La regola di
innalzamento è consistente, nel senso che innalzando un indice e riabbassandolo si riottiene
il tensore di partenza

Vνg
µνgµλ = V µgµλ = Vλ

Nella geometria euclidea non c'è di�erenza tra

Figura 2.1: Proiezioni ortogonali
(covarianti) e parallele (controva-
rianti) di un vettore in coordinate
non ortogonali

vettori covarianti e controvarianti. Infatti dato un
vettore, le sue componenti sono le proiezioni sugli as-
si e queste sono univocamente de�nite. In relatività
generale gli assi non sono ortogonali e quindi ho due
modi di proiettare un vettore: la proiezione ortogo-
nale e la proiezione parallela. avrò quindi 2 diversi
tipi di componenti: covarianti e controvarianti.

Per vedere se un sistema di coordinate è orto-
gonale o no si scrive il tensore metrico. se questo
non ha elementi non diagonali il sistema è ortogo-
nale. Ad esempio, consideriamo due assi inclinati di
un angolo θ e calcoloiamo la metrica, intesa come
distanza di un punto P dall'origine. Per il teorema
di Carnot sarà

d2 = x2
1 + x2

2 + 2x1x2 cos θ

e quindi si ha un elemento non diagonale che si annulla solo se θ = π
2
.

Immaginiamo un campo vettoriale W µ(x) nel sistema di riferimento O. Sappiamo che
la derivata

∂W µ(x)

∂xν
= W µ

ν(x)

costituisce, nello spazio di Minkowski, un tensore. Ciò non è più vero nello spazio della
relatività generale. Infatti la derivazione a catena

∂

∂x′ν
=
∂xλ

∂x′ν
∂

∂xλ
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applicata al tensore W ′µ(x′) = ∂x′µ

∂xσ W
σ(x) fornisce

∂W ′µ(x)

∂xν
=
∂xλ

∂x′ν
∂

∂xλ

(
∂x′µ

∂xσ
W σ(x)

)
=
∂xλ

∂x′ν
∂x′µ

∂xσ

∂W σ(x)

∂xλ
+
∂xλ

∂x′ν
∂2x′µ

∂xλ∂xσ
W σ(x)

Il primo termine di tale trasformazione sarebbe proprio la corretta trasformazione tenso-
riale, ma ad essa è aggiuntao un termine contenente una derivata seconda. Nello spazio
di minkowski tale termine scompare pioché le trasformazioni sono lineari (e quindi hanno
derivate seconde nulle).

In coordinate generiche (non ortogona-

1
2

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

Figura 2.2: Coordinate polari

li, non rette, non secanti lo spazio in cubi)
come le coordinate polari la derivata di un
tensore non è più un tensore. si noti ad
esempio che in coordinate polari nel piano
le regioni 1 e 2, che corrispondono a uguali
spaziature delle variabili r e θ, hanno aree
ben diverse.

Il decidere se un campo vettoriale è co-
stante nello spazio euclideo corrisponde al
veri�care la costanza delle componenti. Ma
basta essere in coordinate polari nel piano

per rendersi conto che un vettore costante può avere componenti variabili.
L'oggetto ∂W

∂x
può quindi essere 0 in un sistema di coordinate e non nullo in un altro,

in contraddizione con una nota legge dei tensori (invarianza del tensore 0).

2.5 Trasporto parallelo e connessione a�ne

Per risolvere il problema della derivazione di tensori in varietà riemanniane cominciamo
con l'introdurre il concetto di parallelismo di Levi-Civita.

Voglio trasportare un vettore parallelamente a se stesso conoscendo il vettore in un
punto xα, in un punto xα + δxα. Cioè voglio sapere quali sono le componenti di questo
vettore quando venga trasportato nel punto xα + δxα. In genere tali coordinate saranno
diverse dalle precedenti, poiché le coordinate sono curvilinee.

Richiediamo che per δxα in�nitesimi la variazione di W µ, cioè δW µ, sia lineare in δxα,
cioè che sia

δW µ = −Γµ
αβδx

βW α

con −Γµ
αβ coe�cienti non dipendenti da W . La richiesta di linearità in W αdiscende dal

fatto che se trasporto 2 vettori distinti posso fare due operazioni:

1. prima sommarli e poi trasportarli
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2. prima trasportarli e poi sommarli

Voglio che queste due operazioni diano lo stesso risultato. Trasportiamo da xα in xα + δxα

il vettore Uµ, ottenendo Uµ + δUµ, poi sommiamo, ottenendo

Uµ + δUµ +W µ + δW µ = Sµ + δSµ

Se invece prima sommiamo
Uµ +W µ = T µ

e poi trasportiamo T µ → T µ + δT µ, se volgiamo l'uguaglianza di T µ + δT µ e Sµ + δSµ deve
essere

δW µ + δUµ = δT µ = −Γµ
αβδx

β(W µ + Uµ)

cioè si deve avere linearità in W e in U .
Inoltre si ha Γµ

αβ = Γµ
βα. Infatti supponiamo di

x

x1

2

δ

δ

Figura 2.3: Trasporti paralleli

avere 2 vettori δ1x e δ2x e di voler trasportare il
primo lungo il secondo. Sarà

δ2δ1x
µ = −Γµ

αβδ2x
βδ1x

α

Se trasportiamo invece il secondo vettore lungo il
primo

δ1δ2x
µ = −Γµ

βαδ1x
αδ2x

β

Vogliamo che il risultato di queste due operazioni
sia lo stesso, cioè

δ2δ1x
µ = δ1δ2x

µ

e ciò comporta
Γµ

αβ = Γµ
βα

Richiediamo inoltre che un vettore trasportato parallelamente a se stesso conservi la propria
norma quadrata, che è data da

W 2 = gαβW
αW β

Si deve cioè avere
δ(gαβW

αW β) = 0

Calcoliamo esplicitamente tale variazione

∂gαβ

∂xγ
δxγW αW β − gαβΓα

µσδx
σW µW β − gαβW

αΓβ
µσδx

σW µ = 0

Tutti gli indici sono muti, perciò si possono cambiare di nome. Cambiamo

� nel II termine σ ↔ γ e α↔ µ

� nel III termine σ ↔ γ e β ↔ µ
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Otteniamo

∂gαβ

∂xγ
δxγW αW β − gµβΓµ

αγδx
γW αW β − gαµW

αΓµ
βγδx

γW β = 0

e quindi, raccogliendo δxγW αW β

∂gαβ

∂xγ
− gαβΓα

µσ − gαβΓβ
µσ = 0

Queste sono 40 equazioni in 40 incognite (le componenti indipendenti di Γ). È quindi
possibile risolvere tale sistema. Per risolverlo riscriviamo la stessa equazione permutando
ciclicamente gli indici in tutti i modi possibili

∂gβγ

∂xα
− gµγΓ

µ
βα − gβµΓµ

γα = 0

∂gγα

∂xβ
− gµαΓµ

γβ − gγµΓµ
αβ = 0

Sommiamo le prime due e sottraiamo la terza

∂gαβ

∂xγ
+
∂gβγ

∂xα
− ∂gγα

∂xβ
= 2gµβΓµ

αγ

da cui, dividendo per 2 e moltiplicando per gβλ ambo i membri

Γλ
αγ =

1

2
gβλ

(
∂gαβ

∂xγ
+
∂gβγ

∂xα
− ∂gγα

∂xβ

)
(2.3)

Il Γ così introdotto si dice connessione a�ne di Levi-Civita o talvolta simbolo di
Christo�el. Quindi il trasporto parallelo fornisce

δW µ = −Γµ
αβδx

αW β (2.4)

Si noti che le Γ sono combinazioni di derivate prime del tensore metrico e sono nulle quando
siano nulle tali derivate prime, cioè in un sistema localmente inerziale. In tale sistema si
avrebbe δW µ = 0, cioè il trasporto parallelo non cambia (localmente) le componenti di
W µ. Ciò è in pieno accordo con ci`o che deve capitare in un sistema inerziale, dove vale
la geometria euclidea e il trasporto parallelo non altera le componenti. Quindi Γ = 0 è
sinonimo di inerzialità e tanto più Γ si scosta da 0, tnato più il sistema non è inerziale.

Ripetendo lo stesso ragionamento si ha che il trasporto parallelo di un vettore covariante
è

δWµ = Γβ
αµδx

αWβ (2.5)

Di ciò ci si può rendere conto osservando che l'invarianza della norma di W per trasporto
parallelo si può anche scrivere

δ(W µWµ) = 0
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cioè
δW µWµ +W µδWµ = 0

Assumendo valide le (2.4,2.5) si ha

−Γµ
αβδx

αW βWµ + Γβ
αµδx

αWβW
µ = 0

come è immediato veri�care scambiando gli indici β e µ nel secondo termine.
Supponiamo ora di trasportare parallelamente un tensore misto. Avremo

δW ν
µ = Γσ

αµδx
αW ν

σ − Γν
ασδx

αW σ
µ

Si rammenti il segno meno davanti ai trasporti paralleli di indici controvarianti.
Il trasporto parallelo permette di de�nire un tensore in un punto vicino a quello ori-

ginario. si potrebbe allora costruire un campo vettoriale con successivi trasporti paralleli.
Purtroppo l'integrale che si deve e�ettuare in questo processo dipende dalla strada percor-
sa e quindi arriverei ad avere due valori diversi delle componenti di un vettore nello stesso
punto a seconda del cammino scelto per e�ettuare il trasporto �nito dall'origine a quel
punto. La curvatura rende il trasporto parallelo non integrabile.

2.6 Derivata covariante

Il trasporto parallelo ci permette di introdurre un concetto di derivata del vettore W che
sia essa stessa un tensore. Quando facciamo una derivata, noi consideriamo un rapporto
incrementale del tipo

W µ(x+ δx)−W µ(x)

δxν

È molto più naturale però e�ettuare una derivazione che agisca su W µ come ente e non
sulle sue componenti. Per fare ciò devo trasportare parallelamente W µ(x+ δx) in x e poi
calcolare il rapporto incrementale.

Γ non è un tensore. Infatti in Γ compaiono le derivate di gµν , che non sono tensori.
Inoltre Γ = 0 per un sistema localmente inerziale e se fosse un tensore dovrebbe essere
0 per qualunque altro sistema di coordinate, in contraddizione col fatto che sistemi non
inerziali devono avere Γ 6= 0.

Per mostrare che Γ non è un tensore, calcoliamone le trasformazioni da un sistema O
a un sistema O′. Ricordiamo innanzitutto che

g′µν(x
′) =

∂xλ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gλσ(x)

e quindi

∂g′να

∂x′β
=
∂xλ

∂x′ν
∂xσ

∂x′α
∂xρ

∂x′β
∂gλσ

∂xρ
+

∂2xλ

∂x′ν∂x′β
∂xσ

∂x′α
gλσ +

∂xλ

∂x′ν
∂2xσ

∂x′α∂x′β
gλσ
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Scriviamo la stessa formula permutando gli indici

∂g′βν

∂x′α
=
∂xλ

∂x′β
∂xσ

∂x′ν
∂xρ

∂x′α
∂gλσ

∂xρ
+

∂2xλ

∂x′β∂x′α
∂xσ

∂x′ν
gλσ +

∂xλ

∂x′β
∂2xσ

∂x′ν∂x′α
gλσ

∂g′αβ

∂x′ν
=
∂xλ

∂x′α
∂xλ

∂x′β
∂xλ

∂x′ν
∂gλσ

∂xρ
+

∂2xλ

∂x′α∂x′ν
∂xσ

∂x′β
gλσ +

∂xλ

∂x′α
∂2xσ

∂x′β∂x′ν
gλσ

Sommando le prime due e sottreando la terza con un opportuno riarrangiamento degli
indici muti λ, σ, ρ si ha

∂g′να

∂x′β
+
∂g′βν

∂x′α
−
∂g′αβ

∂x′ν
=
∂xλ

∂x′ν
∂xσ

∂x′α
∂xρ

∂x′β

(
∂gλσ

∂xρ
+
∂gρλ

∂xσ
− ∂gσρ

∂xλ

)
+ 2

∂2xλ

∂x′α∂x′β
∂xσ

∂x′ν
gλσ

Moltiplico ambo i membri per 1
2
g′µν , che a secondo membro scrivo come 1

2
∂x′µ

∂xγ
∂x′ν

∂xδ g
γδ(x).

Avrò

Γ′µαβ =
∂xλ

∂x′ν
∂x′ν

∂xδ

∂xσ

∂x′α
∂x′µ

∂xγ

∂xρ

∂x′β
1

2
gγδ

(
∂gλσ

∂xρ
+
∂gρλ

∂xσ
− ∂gσρ

∂xλ

)
+

∂2xλ

∂x′α∂x′β
∂xσ

∂x′ν
∂x′µ

∂xγ

∂x′ν

∂xδ
gγδgλσ

=
∂xσ

∂x′α
∂x′µ

∂xγ

∂xρ

∂x′β
Γγ

σρ +
∂2xλ

∂x′α∂x′β
∂x′µ

∂xγ
gγσgλσ

= Γγ
σρ

∂xσ

∂x′α
∂xρ

∂x′β
∂x′µ

∂xγ
+

∂2xλ

∂x′α∂x′β
∂x′µ

∂xλ

= Γγ
σρ

∂xσ

∂x′α
∂xρ

∂x′β
∂x′µ

∂xγ
− ∂2x′µ

∂xρ∂xλ

∂xρ

∂x′α
∂xλ

∂x′β

dove l'ultimo passaggio è stato possibile derivando l'identità

∂xλ

∂x′β
∂x′µ

∂xλ
= δµ

β

rispetto a x′α

∂2xλ

∂x′α∂x′β
∂x′µ

∂xλ
= − ∂2x′µ

∂x′α∂xλ

∂xλ

∂x′β
= − ∂2x′µ

∂xρ∂xλ

∂xλ

∂x′β
∂xρ

∂x′α

Se non ci fosse il termine contenente le derivate seconde, Γ si trasformerebbe come un
tensore. Abbiamo visto che la derivata di un tensore si trasforma come

∂W ′µ

∂x′ν
=
∂xλ

∂x′ν
∂x′µ

∂xσ

∂W σ

∂xλ
+
∂xλ

∂x′ν
∂2x′µ

∂xλ∂xσ
W σ

Calcoliamo la trasformazione del prodotto

Γ′µαβW
β =

(
Γγ

σρ

∂xσ

∂x′α
∂xρ

∂x′β
∂x′µ

∂xγ
− ∂2x′µ

∂xρ∂xλ

∂xρ

∂x′α
∂xλ

∂x′β

)
∂x′β

∂xτ
W τ

= Γγ
σρW

ρ ∂x
σ

∂x′α
∂x′µ

∂xγ
− ∂2x′µ

∂xρ∂xλ

∂xρ

∂x′α
W λ
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La quantità, detta derivata covariante

DνW
µ =

∂W µ

∂xν
− Γµ

νβW
β

si trasforma come segue

(DνW
µ)′ =

∂W ′µ

∂x′ν
+ Γ′µνβW

′β =
∂xλ

∂x′ν
∂x′µ

∂xσ

∂W σ

∂xλ
+
∂xλ

∂x′ν
∂2x′µ

∂xλ∂xσ
W σ

− Γσ
λρW

ρ ∂x
λ

∂x′ν
∂x′µ

∂xσ
− ∂2x′µ

∂xλ∂xσ

∂xλ

∂x′ν
W σ

=
∂xλ

∂x′ν
∂x′µ

∂xσ

(
∂W σ

∂xλ
− Γσ

λρW
ρ

)
=
∂xλ

∂x′ν
∂x′µ

∂xσ
DλW

σ

e cioè come un tensore di rango 2.
Nello spazio di Minkowski Γ = 0 e la derivata ordinaria è un tensore. Analogamente

per un vettore covariante

DτWµ =
∂Wµ

∂xτ
− Γα

τµWα

Per dare signi�cato alla derivata covariante, pensiamo all'operazione di derivazione come
a un rapporto incrementale, cioè una di�erenza, un confronto tra due vettori di un campo
vettoriale in punti diversi. Perché il confronto abbia una logica, occorre trasportare W µ(x)
da x a x+ δx e poi fare il confronto. Sapendo che è δW µ = −Γµ

τσW
σδxτ la di�erenza

W µ(x+ δx)−W µ(x)− δW µ(x) =
∂W µ

∂xτ
δxτ + Γµ

τσW
σδxτ

è proprio l'incremento di W µ,che diviso per δxτ da la derivata covariante.
E' immediato estendere il concetto di derivata covariante a tensori di rango superiore.

Per esempio per un tensore di rango 2

DαW
µ
ν =

∂W µ
ν

∂xα
+ Γµ

αλW
λ
ν − Γβ

ανW
µ
β

e così via. Si introducono tante Γ quanti sono gli indici controvarianti e −Γ quanti sono
gli indici covarianti del tensore da derivare.

In particolare, la derivata covariante di uno scalare coincide con la sua derivata ordi-
naria.

Deriviamo ora covariantemente il tensore metrico

Dαgµν =
∂gµν

∂xα
− Γλ

αµgλν − Γλ
ανgµλ

Sostituendo la forma esplicita delle Γ in questa espressione si vede subito che

Dαgµν = 0
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Il tensore metrico in relatività generale non è costante, tuttavia la sua derivata covariante
si annulla sempre. Si dice che è covariantemente costante.

Derivando covariantemente la delta di Kronecker

Dαδ
µ
ν =

∂δµ
ν

∂xα
+ Γµ

αλδ
λ
ν − Γλ

ανδ
µ
λ = Γµ

αν − Γµ
αν = 0

La delta di Kronecker è dunque sia costante che covariantemente costante.
A questo punto è immediato dimostrare che anche gµν è covariantemente costante.
PEr la derivata covariante vale la regola di Leibnitz

Dα(W µUν) =
∂W µUν

∂xα
+ Γµ

αλW
λUν − Γλ

ανUλW
µ

=

(
∂W µ

∂xα
+ Γµ

αλW
λ

)
Uν +

(
∂Uν

∂xα
+ Γλ

ανUλ

)
W µ

= UνDαW
µ +W µDαUν

Un'altra proprietà è la seguente

DαU
ν = gνµDαUµ

come conseguenza della regola di Leibnitz e della costanza covariante di gµν .

2.7 Densità tensoriali

Sia dato un tensore (detto di Levi-Civita) εµ1...µn tale da essere completamente antisim-
metrico rispetto allo scambio di 2 indici

εµ1µ2...µn = −εµ2µ1...µn

Se due indici sono uguali allora necessariamente ε = 0. Assegnato il valore di una com-
ponente, tutte le altre si ottengono per permutazione degli indici. Quindi ε ha una sola
componente indipendente ed è perciò detto densità tensoriale o pseudoscalare.

Dicesi densità scalare qualunque oggetto a una componente indipendente che si trasfor-
ma come

ε′ = det

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣ ε = Jε

ove J è lo Jacobiano della trasformazione x′ → x.
Dato il tensore metrico gµν indichiamone con g il determinante. Nello sapzio di Minko-

wski g = det η = −1. E' lecito quindi supporre che sia sempre g < 0. Consideriamo allora
il numero

√
−g. Essendo la trasformazione del tensore metrico data da

g′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ
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introducendo la notazione

Jα
µ =

∂xα

∂x′µ

si ha in forma matriciale g′ = JgJT e quindi, poiché il prodotto di determinanti è uguale
al determinante del prodotto

g′ = J2g ⇒
√
−g′ = J

√
−g

Quindi
√
−g è una densità scalare.

Il volume in una varietà riemanniana è de�nito come

Vol(Ω) =

∫
Ω

√
−gd4x

L'elemento di volume invariante sarà

dV =
√
−gd4x

Infatti d4x si trasforma come lo Jacobiano inverso e perciò il suo prodotto per
√
−g è un

invariante.
La densità di materia va sempre moltiplicata per

√
−g. Infatti la massa-energia totale

di un sistema è data da ∫
Ω

µ(x)
√
−gd4x

E' facile dimostrare che
Dτ

√
−g = 0

e che

Γα
βα =

∂

∂xβ
log
√
−g

2.8 Operatore di Laplace-Beltrami

Nello spazio di Minkowski è de�nito l'operatore di D'Alembert (o operatore di Laplace a
4-dimensioni)

�ϕ = ηαβ ∂2ϕ

∂xα∂xβ
=

(
∂2

∂t2
− ∂2

∂(x1)2
− ∂2

∂(x2)2
− ∂2

∂(x3)2

)
ϕ

Ora, dato lo scalare ϕ, si ha

Dαϕ =
∂ϕ

∂xα

E' quindi naturale pensare che la generalizzazione relativistica generale dell'operatore di
D'Alembert possa essere de�nita dall'operatore scalare

4 = gµνDµDν
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detto operatore di Laplace-Beltrami. Questo operatore rappresenta la naturale ge-
neralizzazione dell'operatore di Laplace a varietà riemanniane. L'espressione esplicita
è

4 = gαβ ∂2

∂xα∂xβ
− gαβΓµ

αβ

∂

∂xµ

e può anche essere scritto come

1√
−g

∂

∂xβ
gαβ
√
−g ∂

∂xα

Esempio: Una importante applicazione dell'operatore di Laplace-Beltrami è il calcolo dell'usuale

Laplaciano di R2 in coordiante polari. Essendo la metrica in coordinate polari

ds2 = dr2 + r2dθ2

si ha

gµν =
(

1 0
0 r2

)
e gµν =

(
1 0
0 r−2

)
e inoltre

√
g = r (in questo caso, essendo la metrica de�nita positiva, si prende

√
g anziché

√
−g).

Sarà allora

4 =
1
r

∂

∂r
r

∂

∂r
+

1
r

∂

∂θ
r3 ∂

∂θ
=

∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂

∂θ

2.9 Geodetiche

Vi sono due modi di de�nire una linea retta

1. come la linea più corta tra due punti (linea geodetica)

2. come la linea tale che il vettore tangente ad essa sia anche il vettore trasportato lungo
la linea stessa, nel senso del parallelisimo di Levi-Civita (linea diritta)

La nozione di parallelismo negli spazi di Riemann ci permette di estendere la de�nizione 2
a tali varietà.

Data una linea parametrizzata secondo un parametro s, cioè tale da essere descritta da

xµ = xµ(s)

il vettore tangente è dato da

T µ =
dxµ

ds

Trasportando T µ(x(s)) in un nuovo punto xµ(s+ δs), ottengo T µ + δT µ con

δT µ = −Γµ
αβδx

αT β
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Se la linea è �diritta� nel senso della de�nizione 2, allora

T µ(s+ δs) = T µ(s) +
∂T µ

∂s
δs

e

T µ(s) + δT µ(s) = T µ(s)− Γµ
αβ

δxα

δs
T βδs = T µ(s)− Γµ

αβT
αT βδs

Dall'uguaglianza di queste due relazioni, che deve valere ∀δs, si ha che il vettore tangente
deve soddisfare la seguente equazione

dT µ

ds
− Γµ

αβT
αT β = 0

Ne concludiamo che la linea diritta in una varietà riemanniana è identi�cata dall'equazione

d2xµ

ds2
+ Γµ

αβ

dxα

ds

dxβ

ds
= 0

Nello spazio euclideo Γ = 0 e l'equazione si riduce, consistentemente, a quella di una retta

d2xµ

ds2
= 0

Sia dato un campo vettoriale Aµ(x). Calcoliamone la derivata covariante e contraiamola
poi con dxν

ds
, dove xν(s) è una curva della varietà. Otteniamo così un oggetto che de�niamo

come derivata covariante di Aµ lungo la curva xµ(s)

DAµ

Ds
≡ dxν

ds

(
∂Aµ

∂xν
+ Γµ

ναA
α

)
=
dAµ

ds
+ Γµ

να

dxµ

ds
Aα

L'equazione delle linee diritte non dice altro che la derivata covariante lungo la linea diritta
del vettore tangente è 0.

Possiamo anche de�nire la geodetica nel modo 1. Sappiamo che la �distanza� in�-
nitesima tra punti (eventi) dello spazio-tempo, cioè l'elemento di tempo proprio, è dato
da

dτ 2 = gαβdx
αdxβ

e che il tempo proprio tra due eventi A e B lungo una curva (linea di mondo) γ : xµ(s) è

T (γ) =

∫ B

A

dτ =

∫ B

A

√
gαβ(x(s))

dxα

ds

dxβ

ds
ds

ove s è un parametro che descrive la curva. Se la metrica è de�nita positiva le geodetiche
sono de�nite come le curve lungo le quali la distanza d è minima. Nello spazio-tempo però
la metrica non è de�nita positiva. Immaginiamo due eventi separati temporalmente ma
coincidenti spazialmente. La metrica è

dτ 2 = dt2 − |d~x|2
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e quindi, essendo ~v = d~x
dt

la velocità lungo la curva,

dτ 2 = (1− v2)dt2

e il tempo proprio

T (γ) =

∫ B

A

dτ =

∫ B

A

dt
√

1− v2 ≤
∫ B

A

dt

Se quindi prendo una curva qualunque che colle-

A

B

Figura 2.4: Curve tra due punti

ghi A con B questa avrà un tempo proprio minore
di quella con v = 0, che quindi massimizza il tem-
po proprio. Per avere le linee di minima lunghezza
spaziale dunque dobbiamo cercare le corrisponden-
ti linee di mondo che massimizzano il tempo pro-
pio. In ogni caso, massimo o minimo che sia, sia
in uno spazio euclideo che in uno pseudoeuclideo ri-
chiediamo che la linea geodetica sia individuata da
una condizione di stazionarietà sulla sua distanza,
cioè che

δ

∫ B

A

dτ = 0

con le condizioni δxA = δxB = 0. Chiamando per brevità

G = gαβ(x(s))
dxα

ds

dxβ

ds

si ha

δ
√
G =

1

2
√
G
δG

Sarà allora

δ

∫ B

A

dτ =

∫ B

A

δ
√
Gds =

∫ B

A

1

2
√
G

(
∂gαβ

∂xγ
δxγ dx

α

ds

dxβ

ds
+ 2gαβ

dxα

ds

dδxβ

ds

)
ds

=

∫ B

A

ds

2
√
G

(
∂gαβ

∂xγ
δxγ dx

α

ds

dxβ

ds
− 2δxβ d

ds

(
gαβ

dxα

ds

))
=

∫ B

A

ds√
G

(
1

2

∂gαβ

∂xγ

dxα

ds

dxβ

ds
− d

ds

(
gαγ

dxα

ds

))
δxγ = 0

ove si è giocato sugli indici muti ed e�ettuata una integrazione per parti. Essendo poi dτ =√
Gds e dovendo la condizione estremale valere per qualunque variazione δxγ, dovremo

richiedere che sia sodddisfatta l'equazione

1

2

∂gαβ

∂xγ

dxα

dτ

dxβ

dτ
− d

dτ

(
gαγ

dxα

dτ

)
= 0
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cioè
1

2

∂gαβ

∂xγ

dxα

dτ

dxβ

dτ
− gαγ

d2xα

dτ 2
− ∂gαγ

∂xβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

ovvero
1

2

∂gαβ

∂xγ

dxα

dτ

dxβ

dτ
− gαγ

d2xα

dτ 2
− 1

2

∂gαγ

∂xβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
− 1

2

∂gγβ

∂xα

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

Moltiplicando per gµγ

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

che rappresenta l'equazione delle geodetiche. Il parametro s che compare nella equazione
delle linee diritte non può che essere τ stessp o ad esso proporzionale. Infatti, preso s = s(τ)
l'equazione diventa

d2xµ

ds2

(
ds

dτ

)2

+
dxµ

ds

d2s

dτ

ds

dτ
+ Γµ

αβ

dxα

ds

dxβ

ds

(
ds

dτ

)2

= 0

che può essere ricondotta alla forma primitiva solo se

d2s

dτ 2
= 0 ⇒ s = Aτ +B

con A e B costanti. B risulterà avere il signi�cato �sico di traslazione sull'asse del tempo
proprio, cioè �ssa un anno zero dei tempi diverso, mentre A dilata semplicemente l'unità
di misure dei tempi e può quindi essere presa uguale a 1 una volta che si convenga sulle
unità di misura. Queste osservazioni ci parmettono di concludere che le due de�nizioni di
geodetica e linea diritta sono perettamente euqivalenti in una varietà riemanniana. Nel
seguito chiameremo usualmente con il termine geodetica la generalizzazione di una linea
retta a uno spazio curvo riemannniano.

Poichè il principio di equivalenza forte asserisce che localmente posso sempre costruirmi
un sistema inerziale, cioè riarrangiare le coordinate in modo che localmente sia Γ = 0,
ho che localmente le geodetiche sono rette. Poiché mi trovo in un sistema inerziale, un
corpo non soggetto a forze percorrerà una traiettoria localmente rettilinea, cioè seguirà una
geodetica.

Un grave viaggia quindi lungo una geodetica. L'azione del campo gravitazionale si
manifesta quindi come distorsione dello spazio-tempo di Minkowski. Per la Terra tali di-
storsioni sono praticamente impercettibili, e così pure per il Sole. Può venire spontanea
una domanda. Se la Terra segue una geodetica e, come noto, si muove lungo un'ellisse,
allora la distorsione dovuta al Sole dovrebbe essere tale da cambiare la retta in un'ellisse,
cioè fortissima. La risposta è che ragionando così non si tiene conto che la geodetica segui-
ta dalla Terra non è nel solo spazio 3d, ma nell'intero spazio-tempo. Considerando anche
la dimensione temporale, la traiettoria della Terra risulta una specie di elica a prioezione
ellittica molto allungata e perciò vicinissima a una retta (Fig. 2.5). Si tratta e�ettivamen-
te di una geodetica dello spazio-tempo lievemente deformata da una retta a causa della
gravità solare. L'ellisse non è che la proiezione di questa geodetica, che costituisce la linea
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di mondo della Terra, sullo spazio R3. Quando si dice che un corpo in un campo gravi-
tazionale si muove lungo la geodetica, si intende sempre la geodetica nello spazio-tempo.
Se tale geodetica si discosta fortemente da una retta, vuol dire che il corpo in questione
gravita attorno al suo sole a velocità comparabili a quelle della luce. Nel giro di un'orbita
tali velocità invertono la loro direzione e attraverso il campo avvengono scambi di massa
relativistica comparabili con la massa a riposo del corpo. E' il caso di corpi celesti attorno
a pulsar o buchi neri.

Una pietra che cade sulla Terra da 100

x

y

t

So
le

T
er

ra

Orbita Terra

Figura 2.5: Geodetica della Terra attorno al
Sole

m d'altezza acquista in 5 sec una velocità
di circa 45m/sec, cioè in unità c = 1 circa
10−7 e la sua energia relativistica aumenta
rispetto alla massa a riposo di un fattore

E =
m√

1− v2
≈ m

(
1 +

v2

2

)
= m(1+10−14)

La relazione tra campo gravitazionale e cur-
vatura sarà quindi un qualcosa che leghe-
rà i parametri che de�niscono la curvatura
(tensore di Riemann) a parametri coinvol-
genti le masse (tensore energia-impulso). Il
campo gravitazionale non sarà più descrit-
to da un campo scalare (il potenziale gravi-
tazionale), ma da un campo tensoriale a 10
componenti che è in relazione con il tensore
metrico gµν che ha appunto 10 componenti.

Il fatto che di queste 10 componenti se
ne osservi solo 1 è dovuto alla piccolezza
delle altre 9 che in casi non relativistici non

si fanno sentire vistosamente.
Identi�cando quindi il potenziale gravitazionale con il tensore metrico, le sue derivate

prime, per analogia col caso classico, dovrebbero dare l'accelerazione di gravità. Le derivate
di gµν sono essenzialmente le Γ, cioè oggetti a 40 componenti (contro le 3 del ~g classico).

La curvatura dipende invece dalle derivate seconde del tensore metrico e queste hanno
a che fare con le forze di marea, indotte dalla variazione in punti diversi dello spazio della
accelerazione ~g e quindi dipendenti dal cubo delle distanze. Le forze di marea sono essen-
zialmente le forze residue che compaiono nella cabina di ascensore simulante un sistema
localmente inerziale quando questa sia troppo grossa.

Dall'equazione delle geodetiche si rivela subito che la traiettoria di un grave è univoca-
mente determinata una volta date opportune condizioni iniziali (punto per cui deve passare
la geodetica e direzione della geodetica in quel punto). Ciò è vero solo in un aperto. Non è
detto che che io possa prolungare la mia geodetica in tutto lo spazio-tempo. Essa potrebbe
cadere in una singolarità e scomparire.
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2.10 Tensore di Riemann

Consideriamo ora la derivata covariante di un vettore covariante Aµ

DνAµ = Aµ;ν =
∂Aµ

∂xν
− Γλ

νµAλ

supponiamo che il vettore Aµ sia esso stesso la derivata covariante di uno scalare φ. Per
uno scalare la derivata covariante coincide con la derivata ordinaria, perciò

DµDνφ =
∂2φ

∂xµ∂xν
− Γλ

µν

∂φ

∂xλ

Questo oggetto risulta completamente simmetrico in µ, ν e quindi

DµDνφ = DνDµφ

Si può quindi scambiare l'ordine di derivazione. Ciò non è più in genere possibile per
tensori qualunque. Ad esempio

DβDνAµ =
∂2Aµ

∂xβ∂xν
−
∂Γλ

µν

∂xβ
Aλ − Γλ

µν

∂Aµ

∂xβ
− Γλ

βν

(
∂Aµ

∂xλ
− Γσ

µλAσ

)
− Γλ

βµ

(
∂Aλ

∂xν
− Γσ

λνAσ

)
Scambiando β ↔ ν ottengo la DνDβAµ. Il primo termine è simmetrico in β, ν e quindi
non compare nella di�erenza

DβDνAµ −DνDβAµ = [Dβ, Dν ]Aµ

La somma del III e VI termine è pure simmetrica in β, ν e così anche il IV termine.
Rimarrenno quindi

[Dβ, Dν ]Aµ = −
∂Γσ

µν

∂xβ
Aσ +

∂Γσ
µβ

∂xν
Aσ +

(
Γλ

βνΓ
σ
λν − Γλ

µνΓ
σ
λβ

)
Aσ ≡ Rσ

µνβAσ

dove si è introdotto il tensore di Riemann

Rσ
µνβ =

∂Γσ
µβ

∂xν
−
∂Γσ

µν

∂xβ
+ Γλ

βνΓ
σ
λν − Γλ

µνΓ
σ
λβ (2.6)

che appunto ha natura tensoriale in quanto il commutatore a simistra nella relazione de-
�nitoria è un tensore, come pure Aµ e quindi anche a destra devo avetre le stesse leggi di
trasformazione. La natura tensoriale può anche essere veri�cata direttametne facendo uso
delle trasformazioni delle Γ a suo tempo calcolate.

Il tensore di Riemann ha 256 componenti. Però le componenti indipendenti sono molte
meno grazie alle simmetrie da esso possedute.

si vede subito dalla forma esplicita che il tensore di Riemann è antisimmetrico in β, ν

Rσ
µνβ = −Rσ

µβν



36 CAPITOLO 2. VARIETÀ DI RIEMANN

Permutando ciclicamente gli indici e sommando le relazioni ottenute dalla (2.6) si ha

Rσ
µνβ +Rσ

βµν +Rσ
νβµ = 0

Altre simmetrie si possono trovare abbassando l'indice σ e de�nendo il tensore

Rτµνβ = gτσR
σ
µνβ

Per veri�care la simmetria di un tensore, basta farlo in un sistema di riferimento ed essa
risulta automaticamente vera in tutti i sistemi grazie alla legge di trasformazione tensoriale.
Cominciamo col calcolare le derivate delle Γ

∂Γσ
µβ

∂xν
=

1

2

(
∂2gλµ

∂xβ∂xν
+

∂2gλβ

∂xµ∂xν
− ∂2gβµ

∂xλ∂xν

)
gσλ +

1

2

(
∂gλµ

∂xβ
+
∂gβλ

∂xµ
− ∂gµβ

∂xλ

)
∂gσλ

∂xν

Se calcoliamo tale derivata nel sistema localmente inerziale dove le Γ = 0, e così pure le
∂g
∂x
, avremo

∂Γσ
µβ

∂xν
gτσ =

1

2

(
∂2gτµ

∂xβ∂xν
+

∂2gτβ

∂xµ∂xν
− ∂2gβµ

∂xτ∂xν

)
Analogamente

∂Γσ
µν

∂xβ
gτσ =

1

2

(
∂2gτµ

∂xβ∂xν
+

∂2gτν

∂xµ∂xβ
− ∂2gµν

∂xτ∂xβ

)
Nel sistema inerziale locale perciò è

Rτµνβ =
1

2

(
∂2gτβ

∂xµ∂xν
− ∂2gβµ

∂xτ∂xν
− ∂2gτν

∂xµ∂xβ
+

∂2gνµ

∂xβ∂xτ

)
Tale oggetto risulta antisimmetrico, oltre che negli indici β, ν anche negli indici τ, µ

Rτµνβ = −Rµτνβ

E' invece simmetrico nello scambio della prima coppia di indici con la seconda

Rτµνβ = Rνβτµ

Tenendo conto di tutte queste simmetrie si può dimostrare che in generale il tensore di
Riemann in una viaretà N -dimensionale ha N2(N2−1)

12
componenti indipendenti, ovvero

dimensione componenti

1 0
2 1
3 6
4 20
5 50

Questi numeri coincidono col numero di derivate seconde di xµ che non possono mai
essere annullate.

Aggiungere altre informazioni sul tensore di Riemann
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2.11 Identità di Bianchi

Il tensore di Riemann nel sistema localmente inerziale è dato dall'espressione

Rµβστ =
1

2

(
∂2gµσ

∂xβ∂xτ
− ∂2gµτ

∂xβ∂xσ
− ∂2gβσ

∂xµ∂xτ
+

∂2gβτ

∂xµ∂xσ

)
Calcoliamo

DαRµβστ +DµRβαστ +DβRαµστ =
∂Rµβστ

∂xα
+
∂Rβαστ

∂xµ
+
∂Rαµστ

∂xβ

Nel cacloalre le derivate del tensore di Riemann dovrei tener conto anche dei pezzi ΓΓ che
compaiono nella sua de�nizione, ma questi, derivati, sono del tipo

∂Γ

∂x
Γ + Γ

∂Γ

∂x

e quindi sono nulli poiché nel sistema di riferimento in cui ci siamo posti Γ = 0. Calcolando
le derivate di R si vede dunque che

DαRµβστ +DσRµβτα +DτRµβασ = 0

oppure, moltiplicando per gνµ

DαR
ν
βστ +DσR

ν
βτα +DτR

ν
βασ = 0

A questa identità viene dato il nome di identità di Bianchi. Sapendo che la de�nizione
del tensore di Riemann proviene dal commutatore delle derivate convarianti

[Dσ, Dτ ]A
µ = Rµ

βστA
β

e derivando ambo i membri

Dα[Dσ, Dτ ]A
µ = Dα(Rµ

βστA
β) = DαR

µ
βστ · A

β +Rµ
βστDαA

β

ci si può rendere conto che l'identità di Bianchi non esprime altro che l'identità di Jacobi
dei commutatori

[Dα, [Dσ, Dτ ]] + [Dτ , [Dα, Dσ]] + [Dσ, [Dτ , Dα]] = 0

2.12 Tensori di Ricci e di Einstein

Contraendo µ con β nel tensore di Riemann Rµ
βστ si ottiene 0

Rµ
µστ = 0



38 CAPITOLO 2. VARIETÀ DI RIEMANN

a causa della antisimmetria dei primi due indici. Infatti

Rµ
βστ = gµαRαµστ = −gµαRµαστ = −Rα

αστ

Se invece si calcola la contrazione del primo con il terzo indice, si ottiene qualcosa di diverso
da 0

Rβτ ≡ Rµ
βµτ = gµαRαβµτ = gµαRµταβ = Rα

ταβ = Rτβ

Questo tensore simmetrico di rango 2 ottenuto dalla contrazione tra primo e terzo indice del
tesore di Riemann prende il nome di tensore di Ricci. Ovviamente, per l'antisimmetria
del terzo e quaro indice, la contrazione del primo e del quarto indice del tensore di Riemann
non darebbe nulla di nuovo: sarebbe nuovamente il tensore di Ricci cambiato di segno.

Dalla formula esplicita del tensore di Riemann (2.6) si ricava una formula esplicita in
termini di Γ anche per il tensore di Ricci, che sarà molto utile nelle applicazioni

Rµν =
∂Γλ

µλ

∂xν
−
∂Γλ

µν

∂xλ
+ Γσ

µλΓ
λ
νσ − Γσ

µνΓ
λ
λσ (2.7)

Pensando al tensore di Ricci come a una matrice 4 × 4 simmetrica a 10 componenti,
possiamo calcolarne la traccia, che risulterà uno scalare, il cosiddetto scalare di curvatura

R = gµνRµν = Rµ
µ

La quantità
G

(κ)
τβ = Rτβ + κgτβR

è ancora un tensore (o meglio una famiglia di tensori dipendenti dal parametro reale κ)
ed è detto talvolta tensore di curvatura. In 4d si hanno 10 componenti per il tensore
di curvatura e 20 per quello di Riemann. Invece in 3 dimesioni ci sono 6 componenti
indipendenti per entrambi.

Contraendo le identità di Bianchi con gασ si trova

DαR
α

τµβ +DµR
α

τβα +DβR
α

ταµ = 0

ma Rα
ταµ = Rτµ e Rα

τβα = −Rτβ e quindi vale l'identità

DβRτµ −DµRτβ +DαR
α

τµβ = 0

Contraendo ulteriormente con gµτ

DβR−DµR
µ
β −DαR

α
β = 0

da cui

DµR
µ
β −

1

2
DβR = 0

Si nota quindi che il tensore

Gµν ≡ G
(− 1

2
)

µν = Rµν −
1

2
gµνR

soddisfa la condizione di essere covariantemente costante

DµG
µ
ν = 0

A questo tensore si da il nome di tensore di Einstein.
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2.13 Limite newtoniano

Esaminiamo ora la caduta dei gravi. Nel caso ordinario di gravità debole possiamo fare le
seguenti approssimazioni

1. metrica quasi piatta (lo spazio si deforma poco):

gµν(x) ≈ ηµν + εhµν(x) +O(ε2)

con ε→ 0

2. staticità del campo gravitazionale:

∂hµν

∂t
= 0

3. velocità non relativistiche
v = O(ε)

L'equazione delle geodetiche
d2xµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

ci deve dare la traiettoria dei gravi. L'approssimazione 3 implica τ = t
√

1− v2 = t (1 +O(v2)) =

t+O(ε2) e dxi

dτ
≈ dxi

dt
= vi = O(ε) e anche

∂gµν

∂τ
= O(ε2) ,

dt

dτ
= 1 +O(ε2) ,

d2t

dτ 2
= O(ε2)

Nella somma su α, β che compare nel II termine dell'equazione delle geodetiche posso
trascurare perciò tutti i termini con α, β 6= 0, che sarebbero O(ε2) e scrivere, per i = 1, 2, 3

d2xi

dt2
+ Γi

00 = 0

mentre l'equazione delle geodetiche per µ = 0 si riduce semplicemente a

Γ0
00 = 0

Calcoliamo Γi
00 in questa approssimazione

Γi
00 = (ηiα + εhiα)

ε

2

(
∂hα0

∂t
+
∂h0α

∂t
− ∂h00

∂xα

)
+O(ε2) = −ε

2
ηij ∂h00

∂xj
+O(ε2)

=
ε

2

∂h00

∂xi
+O(ε2)

Perciò le equazioni del moto di un grave in questo campo gravitazionale non relativisitico
sono

d2~x

dt2
= −ε

2
~∇h00
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Poiché queste devono concordare con le equazioni del moto newtoniane in un campo
gravitazionale statico determinato da un potenziale V (~x)

d2~x

dt2
= −~∇V

ne deduciamo che
εh00 = 2V ⇒ g00 = 1 + 2V

Del campo tensoriale conosciamo nel caso non relativisitico solo una componente. Le
altre non si manifastano nel caso newtoniano e qunidi in questo caso il campo può essere
considerato scalare. Si nota un'analogia con l'elettromagnetismo. Una carica in un campo
coulombiano si muove come in un campo scalare solo se la sua velocità è molto piccola.
Se questa cresce, compaiono e�etti magnetici dipendenti dalla velocità. Analogamente
nel campo gravitazionale le componenti diverse da g00 cominciano a farsi sentire solo in
condizioni relativistiche.

Per corpi a simmetria sferica il potenziale newtoniano è

V = −GM
r

per cui

2V = −2GM

r
La velocità di fuga alla super�cie terrestre è de�nita dalla relazione

1

2
mv2

f =
2GM

R⊕

ove R⊕ = 6 · 106m è ora il raggio terrestre. Pertanto

2V = −v2
f

Essendo vf ≈ 11.2 · 103m/sec = 3 · 10−5c e perciò

g00 = 1− 10−9

La deformazione dello spazio è quindi del tutto irrilevante (1 parte su un miliardo). Per
il Sole essa sarebbe di una parte su 1 milione. Certe stelle giganti deformano lo spazio di
una parte su 1000, le stelle a neutroni di circa il 10%, i buchi neri del 100% per de�nizione,
come vedremo.

2.14 Dilatazione gravitazionale dei tempi

Immaginiamo ora di avere 2 osservatori A e B situati uno sulla super�cie terrestre, l'altro
a una certa altezza da questa. La componente g00 del tensore metrico cresce in valore
assoluto al crescere della distanza di B dalla Terra e tende, all'in�nito, a 1. Sapendo che

G ≈ 7.425 · 10−28c2m/Kg
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la quantità
rs = 2GM

è una lunghezza caratterisitica del sistema considerato che viene detta raggio di Schwarz-
schild. Per il Sole, essendo M� ∼ 2 · 1030Kg si ha rs ∼ 1.4 · 103m. Si può scrivere
quindi

g00 = 1− rs

r
da cui si vede subito che per r → rs si ha g00 = 0, cioè la metrica non è de�nita in rs.
Infatti la metrica si scrive

dτ 2 = g00dt
2 + 2g0idtdx

i + gijdx
idxj

Se sto fermo (quindi dxi = 0) a una altezza r −R⊕ sopra la super�cie terrestre la metrica
si scriverà come

dτ 2 = (1 + 2V )dt2

e quindi l'elemento di tempo proprio sarà

dτ =
√

1 + 2V dt ≈ (1 + V )dt

Dire g00 = 0 signi�cherebbe dτ = 0, cioè congelamento del tempo proprio. Questo ragio-
namento ci fa toccare con mano che a rs può succedere qualcosa di strano, ma è concet-
tualmente sbagliato. L'assunzione iniziale da cui siamo partiti infatti era che la correzione
alla metrica di Minkowski era molto piccola, cioè deve essere |V | � 1, mentre ora sitamo
esplorando una situazione in cui dovremmo avere V = −1. Vedremo tuttavia in una trat-
tazione completa del campo gravitazionale statico a simmetria centrale relativisitico, che
il risultato, sebbene qui ottenuto in maniera errata, è però esatto: e�ettivamente esiste
una singolarità della metrica a r = rs. Le interpretazioni �siche di questo fenomeno sono
postposte alla trattazione della metrica relativistica succitata.

Immaginiamo che A e B siano dotati di un orologio. A manda ad ogni intervallo di
tempo proprio TA un segnale a B. Sarà

TA = (1 + V (rA))∆t

∆t è l'intervallo di tempo coordinata. Se la metrica è statica, essa non si accorge del passare
del tempo (coordinata). B vede arrivare i segnali distanziati di uno stesso intervallo ∆t,
ma li giudicherà con un tempo proprio

TB = (1 + V (rB))∆t

Quindi
TB

TA

=
1 + V (rB)

1 + V (rA)
≈ 1 + V (rB)− V (rA)

Nel caso in cui A sia sulla super�cie terrestre (rA = R⊕) e B sia a un'altezza h = rB −R⊕
essendo il potenziale terrestre dato da

V (r) = −GM⊕

r
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avremo un ritardo dell'ordine di

TB ≈
(

1 +
GM⊕

R⊕
− GM⊕

rB

)
TA > TA

Se sono fuori dalla Terra e guardo lo svolgersi degli eventi sulla Terra li vedo rallentati. Ciò
è stato veri�cato ponendo un orologio in pianura e uno in montagna (Istituto Metrologico
Galielo Ferraris, Torino e Plateau Rosat, Cervinia) e più recentemente conforntando un
orologio al cesio terrestre con uno piazzato su un satellite. Nei sistemi GPS occorre tener
presente di questa minima dilatazione dei tempi, perchè un errore di pochi nanosecondi
nella sincronizzazione tra i satelliti può produrre anche errori di qualche decina di metri
nella determinazione della posizione.

Anche osservando lo spettro solare si nota uno spostamento verso il rosso causato da
e�etti gravitazionali. La spiegazione può essere e�ettuata in due modi equivalenti:

1. i fotoni, come tutti i gravi, lanciati verso l'alto perdono energia. Ma mentre i gravi
pardono energia cinetica, i fotoni, costretti a viaggiare sempre a velocità c, perdono
energia arrossandosi.

2. salendo nel campo gravitazionale la frequenza dell'oscillazione dell'onda elettroma-
gnetica diminuisce per la dilatazione gravitazionale dei tempi, e quindi l'onda si
arrossa

L'equivalenza tra le due spiegazioni è data dallaB

A

Terra

Figura 2.6: Il red-shift gravitaziona-
le impedisce il moto perpetuo

formula di Planck E = hν. Se non vi fosse que-
sto spostamento verso il rosso potremmo realizzare
il moto perpetuo. Immaginiamo il sistema in Fig.
2.14. Nel tubo circola un �uido composto da ato-
mi che possono essere eccitati e quindi emettere ra-
diazione. Sie E = hν l'energia dei quanti emessi.
L'atomo eccitato ha un'energia maggiore di quello
diseccitato e quindi anche una massa realtivistica
maggiore di una quantità E. Se in B eccito gli ato-
mi e questi si diseccitano in A, la parte discendente è
più pesante di quella ascendente e devo quindi spen-
dere meno energia per innalzare gli atomi da A a B
di quella che guadagno nella caduta da B ad A. Per
eccitare gli atomi in B potrei poi utilizzare i fotoni

prodotti in A e quindi, senza immettere energia, ne ricaverei dal sistema.
Ma tale moto perpetuo non è possibile proprio perché i fotoni, salendo da A a B si

arrossano e in B non hanno più l'energia su�ciente per eccitare un atomo. Infatti

∆E

E
=

∆ν

ν
= V
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e quindi ogni fotone perde un'energia pari a

∆E = EV

Sul rallentamento del tempo facciamo ancora notare che il tempo risulta congelato su un
buco nero se visto da un osservatore esterno. Per un osservatore sul buco nero è lo spazio
esterno che si muove a velocità accelerata e raggiunge in un istante la �ne dei tempi.

2.15 Richieste fondamentali per le equazioni di campo

Il potenziale newtoniano è governato dall'equazione di Poisson

∇2V = 4πGµ

che lega la densità di materia µ(x) al potenziale V (x), essendo G la costante di gravitazione
universale. Questa equazione è da considerarsi un limite classico delle equazioni di campo
di Einstein, che dovranno soddisfare i seguenti requisiti:

1. devono essere tensoriali

2. devono essere del secondo ordine nel potenziale gravitazionale gµν , cioè devono coin-
volgere in qualche modo il tensore di Riemann che codi�ca appunto le derivate seconde
del tensore metrico

3. poiché gµν ha 10 componenti, dovranno esserci 10 equazioni

4. nel limite classico dovranno ridursi all'equazione di Poisson

5. devono legare gµν alla distribuzione di materia (densità µ e densità di corrente ~π) pos-
siblimente attraverso un oggetto tensoriale a 10 componenti (viene naturale proporre
che sia il tensore energia-impulso Tµν).

Si può dimostrare che un tensore come quello desiderato dalle equazioni del campo di
Einstein si può formare solo dal tensore di Riemann, cioè Rσ

µνβ è necessario e su�ciente
per formare le equazioni di campo. Infatti nel tensore di Riemann sono contenute le
20 derivate seconde di gµν linearmente indipendenti, cioè quelle che portano una reale
informazione �sica.

Il tensore di Riemann ha dimensioni [m−2], il tensore metrico è adimensionale. R va
uguagliato a qualcosa del tipo Gµ/c2 di dimensioni [m Kg−1 ×Kg m−3] = [m−2].

Nell'approssimazione di campo debole abbiamo visto che è

g00 ≈ 1 + 2V + ...

Le equazioni di campo dovranno in questo caso riprodurre l'equazione di Poisson

∇2V = 4πGµ
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Si dimostra che l'unico tensore che soddis� i requisiti di una buona equazione di campo è
G

(κ)
µν . Questo deve essere eguagliato a qualche cosa che descrive la distribuzione di materia,

cioè
G(κ)

µν = cost.Tµν

Si postula che Tµν sia il tensore energia-impulso, ma ciò non è detto che riproduca esatta-
mente la realtà. Se però si fa questa scelta, che fu quella di Einstein, nel membro di destra
si ha qualcosa che deve soddisfare una equazione di continuità. Questa, come sappiamo, si
scrive

∂µT
µν = 0

nel sistema di riferimento localmente inerziale. Deve essere una equazione tensoriale, perciò
la sua generalizzazione ad altri sistemi di riferimento è necessariamente

DµT
µν = 0

Abbiamo quindi che il membro di destra delle equazioni di campo deve essere covariante-
mente costante. Evidentemente lo deve essere anche quello di sinistra, il che ci impone di
scegliere, tra tutti i possibili G(κ)

µν quello covariantemente costante, cioè proprio il tensore di
Einstein Gµν . La proposta di Einstein per le equazioni del campo gravitazionale è dunque

Gµν = CTµν

La costante C può essere �ssata cacolando il limite newtoniano e confrontando con l'equa-
zione di Poisson, come vedremo più avanti.

Più esplicitamente, le equazioni di campo possono essere scritte come

Rµν −
1

2
gµνR = CTµν (2.8)

Una forma equivalente, talvolta molto utile, si ottiene moltiplicando ambo i membri per
gµν

R− 1

2
δµ
µR = R− 2R = −R = CT

ove si è indicata con T = gµνTµν = T µ
µ la traccia del tensore energia-impulso. Pertanto,

sostiuendo nelle (2.8) si ottiene la forma equivalente

Rµν = C

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(2.9)

Per capire come mai la scelta per il secondo membro delle equazioni di campo cada
spontanenamente sul tensore energia-impulso si può fare una analogia elettromagnetica.
Le equazioni di Maxwell disomogenee presentano una certa parentela con le equazioni
di campo di Einstein. Infatti le equazioni di Maxwell disomogenee sono relazioni fra le
derivate del campo e la corrente elettrica, mentre le equazioni di Einstein sono relazioni
tra le derivate del campo gravitazionale e la �corrente� di massa descritta appunto da T µν .
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Einstein ebbe a dire che mentre il membro di sinistra delle sue equazioni era fatto di
marmo (in quanto imposto sostanzialmente da considerazioni geometriche stringenti) quel-
lo di destra era fatto di gesso, indicando così che si trattava di una congettura più che
ragionevole ma non assolutamente provabile, e suscettibile quindi anche di cambiamenti
(come per esempio l'aggiunta di un termine costante Λgµν , la cosiddetta costante cosmo-
logica che ha avuto alterne fortune nella storia della ricerca in relatività generale, oppure
l'accoppiamento con ulteriori campi di materia, come lo scalare della teoria di Brans-Dicke,
o come scalari e vettori in teorie più recenti quali la quintessenza, la TeVeS di Bekenstein,
ecc...).

2.16 Equazione di continuità, densità e correnti

In relatività generale l'equazione di continuità è

Dµj
µ = 0

cioè
∂jµ

∂xµ
+ Γµ

µβj
β = 0

Essendo

Γµ
µβ =

∂

∂xβ
log
√
−g =

1√
−g

∂

∂xβ

√
−g

si ha
∂jµ

∂xµ
+

(
1√
−g

∂

∂xµ

√
−g
)
jµ = 0

Moltiplicando per
√
−g

∂(
√
−gjµ)

∂xµ
= 0

Riottengo anche in relatività generale un'equazione di continuità nel senso ordinario, purché
al posto di jµ consideri

√
−gjµ. La ragione di ciò è la seguente....

Qui andare avanti a spiegare le correnti in RG
Più in generale, ogni legge �sica che sia covariante in relatività ristretta, è valida nel

sistema di riferimento inerziale locale. Da ciò si deduce che la generalizzazione di tale legge
a spazi curvi è data, se ne vogliamo mantenere la covarianza, dalla regola di sostiuire a
tutte le derivate oridinarie le corrispondenti derivate covarianti e a tutte le metriche ηµν

le corrispondenti gµν(x). Per esempio le leggi dell'elettromagnetismo in relatività generale
diventano

DµF
µν = jν

DµF̃
µν = 0

ove però ora la corrente deve soddisfare l'equazione di continuità generalizzata Dµj
µ = 0
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2.17 Limite di campi deboli

Continuiamo l'analisi del limite newtoniano calcolando il tensore di Riemann, che risulta
essere in questa approssimazione

Rλµνα =
ε

2

(
∂2hλν

∂xα∂xµ
− ∂2hµν

∂xα∂xλ
− ∂2hλα

∂xν∂xµ
+

∂2hαµ

∂xλ∂xν

)
+O(ε2) (2.10)

ove si sono trascurati i termini ΓΓ ∼ O(ε2). Conseguentemente il tensore di Ricci Rµα =
gλµRλµνα = ηλµRλµνα +O(ε2)

Rµα =
ε

2

(
∂2h

∂xα∂xµ
− ∂2hµν

∂xα∂xλ
ηλν − ∂2hλα

∂xν∂xµ
ηλν + �hαµ

)
+O(ε2)

ove si è introdotta la notazione h = hαµη
αµ. Calcoliamo ora la curvatura scalare R =

Rµαη
µα +O(ε2)

R = ε

(
�h− ∂2hµν

∂xα∂xλ
ηλνηαµ

)
+O(ε2)

Se le correzioni εhαβ sono molto piccole, lo spazio è quasi euclideo e le coordinate quasi
minkowskiane. Consideriamo una trasformazione quasi identica delle coordinate

x′α = xα + εξα(x) +O(ε2)

In virtù di tale trasformazione, il tensore metrico si trasforma come

g′µν(x
′) =

∂xλ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gλσ(x)

cioè

ηµν + εh′µν(x
′) = [ηλσ + εhλσ(x)]

(
δλ
µ + ε

∂ξλ

∂x′µ

)(
δσ
ν + ε

∂ξσ

∂x′ν

)
+O(ε2)

= ηµν + ε

(
hµν + ηµσ

∂ξσ

∂xν
+ ηλν

∂ξλ

∂xµ

)
+O(ε2)

da cui, eguagliando i termini di ordine ε

h′µν(x
′) = hµν + ηµσ

∂ξσ

∂xν
+ ηλν

∂ξλ

∂xµ
= hµν +

∂ξµ
∂xν

+
∂ξν
∂xµ

Con una tale trasformazione, l'approssimazione lineare del tensore di Riemann (e perciò
anche di quello di Ricci e della curvatura scalare) rimane la stessa, come è facile veri�care
direttamente operando la trasformazione nella eq.(2.10)
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2.18 Coordinate armoniche

Volendo ridurre l'espressione di trasformazione per hµν a una forma più semplice, introdu-
ciamo delle coordinate armoniche. Un sistema di coordinate in un aperto si dice armonico
se soddisfa l'equazione

�xα = 0

in cui � è l'operatore di Laplace-Beltrami. Supponiamo di essere nello spazio di Minkowski,
in cui

� =
∂2

∂t2
−∇2

è l'operatore D'Alembertiano. Ovviamente �xα = 0, cioè le coordinate nello spazio di
Minkowski sono armoniche.

In uno spazio di Riemann qualunque non tutte le coordinate sono armoniche, ma è
sempre possibile scegliere un sistema di coordinate tale che �xσ = 0, dove

� = gαβ

(
∂

∂xβ

∂

∂xα
− Γµ

αβ

∂

∂xµ

)
dove � indica ora l'operatore di Laplace-Beltrami. questo operatore applicato alle xσ dia
zero, ovvero

gαβΓσ
αβ = 0

Questa è la condizione di armonicità delle coordinate, condizione evidentemente non ten-
soriale che quindi non si conserva nel passare da un sistema di coordinate ad un altro, il
che tutto sommato è giusto, altrimenti tutti i sistemi di coordinate sarebbero armonici.

Le Γ, in approssmazione lineare, valgono

Γσ
αβ =

1

2
gτσ

(
∂gτα

∂xβ
+
∂gβτ

∂xα
− ∂gαβ

∂xτ

)
≈ ε

2
ηστ

(
∂hτα

∂xβ
+
∂hβτ

∂xα
− ∂hαβ

∂xτ

)
+O(ε2)

e quindi la condizione di armonicità in tale approssimazione diventa

1

2
ηαβηστ

(
∂hτα

∂xβ
+
∂hβτ

∂xα
− ∂hαβ

∂xτ

)
= 0

ovvero

ηαβ

(
∂hτα

∂xβ
+
∂hβτ

∂xα
− ∂hαβ

∂xτ

)
= 0

Si ha quindi, in tutti i sistemi di coordinate armoniche

∂h

∂xτ
= 2

∂hατ

∂xβ
ηαβ
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Mandando τ → µ e α→ ρ e derivando

∂2h

∂xα∂xµ
= 2

∂2hρµ

∂xα∂xβ
ηρβ

da cui si ottiene
Rµα =

ε

2
�hµα e R =

ε

2
�h

Le equazioni linearizzate del campo sono quindi, in coordinate armoniche,

ε

(
1

2
�hµα −

1

4
ηµα�h

)
+O(ε2) = CTµα

ma in quanto segue sarà preferibile usare la forma alternativa (2.9)

ε

2
�hµα +O(ε2) = C

(
Tµα −

1

2
gµαT

)

2.19 Caso statico, limite newtoniano delle equazioni di

campo

Nel caso in cui anche v � c il campo è statico e quindi non devono comparire derivate
temporali: �hαµ = −∇2hαµ e �h = −∇2h. Nel caso statico, in cui � = −∇2 e quindi

Rµα = −ε
2
∇2hµα e R = −ε

2
∇2h

e le velocità vi ∼ O(ε), il tensore energia-impulso si riduce a zero in tutte le sue componenti
tranne che quella rappresentante la densità di energia T00 = µ(x) e quindi anche T = µ.
Perciò

−ε
2
∇2hµν = C

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
diventa, per la componente 00 delle equazioni di campo

ε

2
∇2h00 = −C

(
µ− 1

2
µ

)
= −C

2
µ

Ricordando che εh00 = 2V si ha

∇2V = −C
2
µ

da cui, per confronto con l'equazione di Poisson, che deve valere in questo limite,

C = −8πG

Inoltre
ε∇2hii = −8πGµ

Questi termini spaziali∇2hii non sono visti da una particella che si muove a velocità piccole
rispetto a quella della luce e possono essere pensati come l'analogo di termini magnetici
del campo di Maxwell.
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2.20 Equazioni di campo

Avendo stabilito il valore della costante siamo ora nella posizione di poter enunciare nella
loro completezza le equazioni del campo gravitazionale

Gµν = −8πGTµν

ovvero esplicitamente

Rµν −
1

2
gµνR = −8πGTµν

o anche nella forma equivalente

Rµν = −8πG

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
Si può dimostrare che le equazioni di campo, come sono state scritte qui, sono le uniche
equazioni che soddisfano tutti i requisiti esposti nella sezione 2.15.

L'oggetto della ricerca in Relatività Generale consiste nel tentativo di risolvere le equa-
zioni di campo in casi non contemplati nell'approssimazione ora discussa (che porta sostan-
zialmente alla gravità newtoniana) e confrontare i risultati con eventuali oggetti astro�sici
quali buchi neri, stelle a neutroni, pulsar, etc...

La grossa di�coltà nella soluzione delle equazioni del campo è data dal fatto che esse
sono altamente non lineari e non vale quindi il principio di sovrapposizione degli e�etti.
Il fatto che il campo gravitazionale non sia lineare può essere compreso come segue. Il
campo elettromagnetico ha come sorgente la carica elettrica, ma i suoi quanti (i fotoni)
non sono carichi e quindi si limitano a �trasportare� il campo senza crearne del nuovo.
Una massa invece produce attorno a se campo gravitazionale. Il campo gravitazionale
contiene energia, cioè massa, per la nota equivalenza massa-energia E = mc2 e quindi
produce altro campo gravitazionale. Tutto produce campo gravitazionale, anche il campo
elettromagnetico, essendo energia (e quindi massa) produce gravitazione.

Le soluzioni �nora note delle equazioni del campo sono:

� quelle di campo debole (approssimazione lineare) in coordinate armoniche, anche
non statiche, come nel caso della trattazione delle onde gravitazionali

� quelle a simmetria sferica (soluzione di Schwarzschild).

� quelle del caso cosmologico (soluzioni di Friedmann-Lemaitre)

Corrispondentemente alle soluzioni note, sono stati proposti test sperimentali della
relatività generale:

� Perielio di Mercurio - Le equazioni di campo furono risolte per corpi a simmetria
sferica già nel 1917 da Schwarzschild. La soluzione è l'analogo relativistico del campo



50 CAPITOLO 2. VARIETÀ DI RIEMANN

newtoniano centrale e l'equazione delle geodetiche porta a soluzioni che per piccole
velocità si riducono a ellissi. Più il pianeta è vicino al Sole, più le deviazioni dall'orbita
ellittica sono visibili, come nel caso di Mercurio (avanzamento del perielio di 43�
d'arco al secolo). In realtà Mercurio presenta un avanzamento del perielio di circa
5000� al secolo, tutti spiegabili come perturbazioni dovute agli altri pianeti, tranne
appunto 43�. Si ipotizzò l'esistenza di un altro pianeta vicinissimo al Sole (Vulcano),
ma ogni tentativo di osservarlo fallì. La relatività spiega invece perfettamente i 43�
di discrepanza.

� Red-shift gravitazionale - Un altro metodo per testare sperimentalmente la rela-
tività generale è quello di osservare il red-shift gravitazionale. Ciò è stato osservato
su parecchie stelle, in particolare nane bianche e per�no sul Sole. Sulla Terra si è
osserevato il red-shift gravitazionale dei fotoni emessi da un nucleo di Fe, che sono
rigidamente monocromatici.

� Dilatazione gravitazionale del tempo - L'Istituto Galileo Ferraris di Torino fu
il primo a misurare la dilatazione gravitazionale del tempo, ponendo un orologio a
Torino e un altro sul Plateau Rosat. Le successive misure da satelliti hanno accertato
questo fenomeno con grande precisione senza ombra di dubbio.

� De�essione dei raggi luminosi - La prova sperimentale più famosa della relatività
generale è però un'altra: la deviazione dei raggi luminosi nel campo gravitazionale.
Tale deviazione è spiegata dal principio di equivalenza. Un ascensore inerziale dovreb-
be vedere tutti i raggi luminosi propagarsi in linea retta. In un ascensore acceleratoi
raggi dovrebbero propagarsi lungo un arco di parabola per semplice composizione
delle velocità. Ma un ascensore accelerato è indistinguibile da un ascensore in campo
gravitazionale, quindi anche in un campo gravitazionale la luce deve incurvarsi.. In
realtà la luce, come ogni altro corpo in moto soggetto solo al campo gravitazionale,
segue una geodetica. Però i termini hii, trascurabili nei moti dei pianeti a bassa
velocità, non lo sono più nel caso di un fotone che viaggia a velocità c. Trascurando
questi termini si ottiene infatti, per un raggio che passa vicino al Sole, una de�essione
di 0�75, mentre tenendone conto la deviazione diventa di 1�70, in perfetto accordo
con le foto scattate durante le eclissi totali.

In conclusione, mentre la relatività ristretta è una teoria ormai assestata senza ombra di
dubbio, la relatività generale è veri�cata molto bene solo per il principio di equivalenza.
Non è detto che le equazioni di campo vadano modi�cate con l'introduzione di �pezzi
cosmologici� oppure per motivi di un�cazione delle teorie di campo.

Nel 1920 Einstein propose un modello di Universo statico, omogeneo e isotropo. L'ipo-
tesi di omogeneità e isotropia è nota come �principio cosmologico�. La scoperta nel 1929
della recessione delle galassie mise in crisi l'ipotesi di staticità. Le equazioni di campo,
nella forma Gµν = −8πGTµν non ammettono soluzioni statiche del problema cosmologico.
Einstein aveva quindi aggiunto un termine repulsivo, noto come �costante cosmologica�,
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irrilevante a piccole distanze, ma predominante su grande scala, che rendesse conto dell'i-
potesi di staticità. Con la caduta di tale ipotesi questo termine fu abbandonato, ma resta
un esempio di come siano fragili le equazioni di campo.

2.21 Onde gravitazionali

Può essere interessante ricercare soluzioni oscillatorie delle equazioni di campo, soluzioni
che portano alla descrizione di onde gravitazionali. Nessuno �nora ha visto onde gravi-
tazionali, per la semplice ragione che sono piccolissime. Sarebbe possibile vedere onde
gravitazionali nel collasso di una supernova, o nella rotazione di una stella attorno a un
buco nero o a una pulsar.

Per trattare le onde gravitazionali utilizzeremo l'approssimazione lineare delle equazioni
di campo, che nel vouto si riducono semplicemente a

Rµν = 0

L'approssimazione lineare è
�hµν = 0

con la condizione di armonicità sulle coordinate

gαβΓµ
αβ = 0

che come abbiamo visto fornisce, in approssimazione lineare

∂h

∂xµ
= 2ηαβ ∂hαµ

∂xβ

Si noti che qui cerchiamo soluzioni dipendenti dal tempo (oscillanti) perciò non si farà
l'ulteriore ipotesi di staticità. La sostituzione

hαβ → hαβ +
∂ξα
∂xβ

+
∂ξβ
∂xα

oltre, come abbiamo visto, a mantere la condizione di armonicità delle coordinate, impli-
ca un cambiamento in�nitesimo di coordinate e quindi non altera la struttura �sica del
problema. Tale sostituzione implica

h→ h+ 2ηαβ ∂ξα
∂xβ

e quindi
∂h

∂xµ
→ 2ηαβ ∂hαµ

∂xβ
+ 2ηαβ ∂2ξα

∂xβ∂xµ
= 2ηαβ ∂hαµ

∂xβ
− 2�ξµ

Cerchaimo una soluzione che sia un'onda piana

hαβ = Re(λαβe
ikµxµ

)
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cioè cerchiamo una soluzione del tipo

hαβ = λαβe
ikµxµ

e prendiamone poi la parte reale. Essendo

h = λαβη
αβeikµxµ

mentre la condizione �hµν = 0 impone che sia kµk
µ = 0, cioè il propagarsi dell'onda alla

velocità della luce, si ha, derivando

ikµλαβη
αβ = 2ηαβkβλαµ (2.11)

Supponiamo che le variazioni ξµ siano esse stesse delle one piane

ξµ = εµe
ikνxν

e e�ettuiamo la trasformazione sul potenziale hµν . Le quantità ξµ soddisfano la condizione
�ξµ = 0 in qnato onde piane, e perciò implementano una trasformazione che manda coor-
dinate armoniche in coordinate armoniche. La condizione di armonicità non �ssa quindi
le coordinate. La stessa onda paina è descrivibile con un generico sistema di coordinate
ottenibile da quello iniziale e tale che �ξµ = 0. In virtù di ciò si ha una indeterminazione
sulle λαβ

λαβ → λαβ + εαkβ + εβkα

Le λαβ sono 10, come le gαβ da cui in ultima analisi provengono, ma abbiamo su esse 4
condizioni e altre 4 sulle ξµ. Rimangono in tutto 2 quantità indipendenti. La più generale
onda gravitazionale può quindi avere solo 2 stati di polarizzazione.

Assumiamo che la direzione di ~k, cioè la direzione di propagazione dell'onda, sia la
direzione dell'asse x1, cioè

kµ = (k, k, 0, 0)

Inserendo questa scelta nell'equazione (2.11) ed esplicitando le componenti si ottengono le
seguneti condizioni

µ = 0 : λ00 + λ11 + λ22 + λ33 = 2λ10 (2.12)

µ = 1 : λ00 − λ11 − λ22 − λ33 = 2λ01 − 2λ11 (2.13)

µ = 2 : 0 = λ02 − λ12

µ = 3 : 0 = λ03 − λ13

Sommando (2.12) e (2.13) e ricordando che λαβ = λβα abbiamo

λ22 + λ33 = 0

e invece sottraendo le stesse due equazioni

λ00 + λ11 = 2λ10
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Operiamo ora la trasformazione

λαβ → λαβ + kαξβ + kβξα

Per α, β = 2, 3 non si hanno cambiamenti, poiché k2 = k3 = 0. Quindi λ23, λ33, λ22 sono
invarianti. Invece le altre componenti si modi�cano

λ12 → λ12 + kε2

λ02 → λ02 + kε2

λ03 → λ03 + kε3

λ11 → λ11 + 2kε1

λ10 → λ10 + k(ε1 + ε0)

λ00 → λ00 + 2kε0

λ13 → λ13 + kε3

Ho ora la libertà di scegliere la trasformazione, cioè le εα. Scelgo ε2 = −λ12/k e ε3 =
−λ03/k. Ottengo

λ12 = λ02 = λ03 = λ13 = 0

Scelto poi ε0 = −λ00/2k e ε1 = −λ11/2k ho

λ00 = λ11 = λ10 = 0

Quindi tutti i λ1µ = λ0µ = 0. Le uniche componenti che sopravviviono a questa scelta e
che non riesco a eliminare sonio le λ23, λ33, λ22. Ma λ22 = −λ33 e quindi il tensore λαβ ha
solo due componenti indipendenti. In ogni onda gravitazionale piana la soluzione è data
dalla sovrapposizione di 2 soluzioni di base.

Si noti anche qui la stretta analogia col campo elettromagnetico, nel quale le eqauzioni
da risolvere per un'onda piana sono

∂µA
µ = 0 e �Aµ = 0

Posso aggiungere al campo Aµ un gradiente di una funzione arbitraria e ho ancora una
soluzione

Aµ → Aµ + gµν∂νΛ

situazione che abbiamo chiamato invarianza di gauge. Le onde piane sono quelle che hanno
la forma

Aµ = λµeikνxν

La condizione di armonicità dà kνk
ν = 0 e perciò le onde si propagano alla velocità della

luce. Inoltre la scelta del gauge di Lorentz (analoga alla scelta di coordinate armoniche nel
caso gravitazionale) ci fornisce

kνλ
ν = 0 (2.14)
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ed esiste una indeterminazione, che rispecchia il fatto che il gauge di Lorentz non è una
scelta univoca, sulle λα

λν → λν + εkν

Preso come prima kν = (k, k, 0, 0) si ha, dalla (2.14)

λ1 = λ0

Con questa scelta di kν , la trasformazione residua di gauge che può essere e�etuata sulle
λν è

λ0 → λ0 + kε

λ1 → λ1 + kε

λ2 → λ2

λ3 → λ3

cioè λ2, λ3 rimangono invarianti. Ora ho ancora la libertà di scegliere ε per �ssare comple-
tamente la scelta del gauge. Scegliendo ε = −λ1/k ho λ1 = λ0 = 0 e rimangono quindi solo
2 parametri liberi λ2, λ3. Anche le onde eletromagnetiche dunque hanno solo due gradi di
libertà.

È noto che il quanto del campo elettromagnetico è il fotone. Analogamente possiamo
pensare a un quanto del campo gravitazionale, il gravitone. Lo spin del fotone è 1 e ammette
due orientazioni (o elicità) ±1. La meccanica quantisitica prevede, per particelle di spin
totale 1, anche una terza componente 0, ma questa è cancellata dagli e�etti relativistici di
contrazione spaziale.

Una particella di spin 2 avrebbe 5 terze componenti dello spin: ±2,±1, 0. Tuttavia solo
le ±2 sopravvivono se la particella viaggia alla velocità della luce. È il caso del gravitone
che ha spin 2, come vedremo tra breve.

Se voglio determinare la polarizzazione del fotone e so che λ0 = λ1 = 0, posso sempre
scrivere il numero complesso σ = λ2 + iλ3 e chiedermi come questo varia per una rotazione
di un angolo θ attorno all'asse del moto. Sarà

λ′2 = λ2 cos θ + λ3 sin θ

λ′3 = −λ2 sin θ + λ3 cos θ

quindi
σ′ = eiθσ

Analogamente nel caso gravitazionale devo trattare la trasformazione di un tensore con
due indici i, j = 2, 3 sotto l'azione di una rotazione

Oi
j =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
ovvero

λ′ij = Ok
iO

l
jλkl
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Il lettore può facilmente veri�care che, posto λ22 = λ, λ33 = −λ e λ23 = µ si ottiene

λ′ = λ(cos2 θ − sin2 θ) + µ sin θ cos θ = λ cos 2θ + µ sin 2θ

µ′ = − sin 2θ + cos 2θ

e perciò de�nito anche in questo caso un numero complesso che riassume le due possibili
elicità σ = λ+ iµ avremo

σ′ = e2iθσ

cioè in questo caso si ha una rotazione doppia di quella del fotone. Per questo diciamo che
il gravitone ha spin 2.

Un sistema di detezione delle onde gravitazionali è costituito da un cilindro di allumi-
nio (è scelto l'alluminio perché può vibrare con una minima perdita di energia, in quanto
molto elastico; sarebbe ancora meglio l'argento, ma i costi dell'apparato sarebbero proi-
bitivi). Un'onda gravitazionale avente frequenza pari a quella propria di vibrazione del
cilindro entra in risonanza con questo. Il cilindro può quindi assorbire interamente l'ener-
gia dell'onda gravitazionale e ciò continua �nché le oscillazioni proprie del cilindro non si
smorzano del tutto. Per questo si cercano materiali aventi grande numero di vibrazioni
del cilindro prima di smorzarsi. Un tale detettore è tremendamente sporcato da ogni altra
causa di vibrazione. Pur usando ogni sorta di accorgimenti, non si riesce mai a ripulire suf-
�cientemente il fondo. Si utilizzano allora metodi di coinicdenza: se una vibrazione viene
rivelata contemporaneamente da tutti i detettori della Terra, essa non può essere dovuta
a cause locali, ma sarà qualcosa di proveniente dallo spazio, cioè un'onda gravitazionale.

La misura dell'intensità di un'onda gravitazionale è data da λαβ. I detettori attuali
potrebbero rilevare λ dell'ordine di 10−18. Il campo gravitazionale del Sole sulla Terra da
un potenziale gravitazionale che è il rapporto tra il r0 ∼ 1Km del Sole e la distanza Terra-
Sole (∼ 1.5 · 108Km) e quindi ∼ 10−8, che avrebbe una intensità più che su�ciente per i
detettori. Tuttavia il campo gravitazionale a simmetria centrale, come vedremo meglio, è
statico e quindi non da origine a onde gravitazionali.

È stata calcolata la potenza P emessa gravitazionalmente da una sbarra che ruota con
velocità angolare Ω

P =
32Ω2I2G

5c2

in cui I è il momento d'inerzia della sbarra. Se facessi ruotare una sfera, cioè se ruotasse
un momento di dipolo, non avrei momento d'inerzia e quindi nemmeno onde gravitazionali.
Per avere emissione deve variare almeno il momento di quadrupolo.

Per la nostra sbarra supponiamo

M = 108g L = 103cm d = 102cm Ω = 102sec−1

Sarà I = ML2 = 1014g · cm2 da cui

P = 3 · 10−20erg · sec−1 = 10−4eV · sec−1
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che corrisponde alla potenza dell'agitazione termica di un solo atomo della sbarra e quin-
di questo segnale sarebbe completamente confuso con il rumore di fondo che proviene
dall'agitazione termica. Per questo motivo le sbarre utilizzate per la detezione di onde
gravitazionali vengono poste in ambienti ra�reddati vicino allo zero assoluto, allo scopo di
ridurre quanto più possibile l'agitazione termica.

Giove che ruota attorno al Sole può essere un sistema in cui si guadagna su I, ma si
perde su Ω e quindi ancora le onde non sarebbero osservabili. Gli unici fenomeni in cui
potrebbero essere osservate onde gravitazionali sono la rotazione attorno a un baricentro
comune di due oggetti fortemente relativistici quali pulsar o buchi neri. In questo caso,
se l'orbita è su�cientemente stretta si possono avere e�etti di onde gravitazionali anche
piuttosto intensi, ma la �luminosità� di queste onde decresce, come in tutte le onde emananti
da un centro, con il quadrato delle distanze e poiché anche i più vicini di questi sistemi
si trovano a distanze stellari, la potenza delle onde che arriva sulla Terra è piccolissima.
Finora non abbiamo osservato nessun chiaro segnale di onda gravitazionale, ma la ricerca
continua, tra l'altro con il coinvolgimento forte di Enti di Ricerca italiani (sito INFN di
Cascina (PI) dell'esperimento Virgo, per esempio).



Capitolo 3

Soluzioni a simmetria sferica

3.1 Metrica statica a simmetria sferica

Vogliamo ora ricavare la soluzione di Schwarzschild., cioè una metrica che sia statica e
isotropa rispetto a un centro che genera il campo gravitazionale. Per statico e isotro-
po intendiamo che è possibile trovare delle coordinate �quasi-minkowskiane� xµ tali che
dτ 2 = gµνdx

µdxν non dipenda da x0 = t e che sia invariante per rotazioni spaziali, cioè
dipenda da ~x e d~x solo attraverso gli invarianti rotazionali d~x2, ~x2, ~x · d~x. Per �quasi-
minkowskiane� intendiamo che a distanze molto grandi dal centro gravitazionale, ove
si suppone che l'e�etto gravitazionale sia trascurabile, queste coordinate devono ridursi
asinitoticamente a Minkowski, cioè

lim
|~x|→∞

gµν(x) = ηµν

Ovviamente la metrica dovrà essere quadratica

Figura 3.1: Coordinate polari di R3

nei di�erenziali. La più generale metrica con queste
caratterisitiche è

dτ 2 = F (r)dt2−2E(r)dt~x·d~x−D(r)(~x·d~x)2−C(r)d~x2

con r = |~x|. Introducendo coordinate polari

x0 = t

x1 = r sin θ cosφ

x2 = r sin θ sinφ

x3 = r cos θ

in cui ~x · d~x = rdr e d~x2 = dr2 + r2dΩ2 e si fa uso
la notazione abbreviata (elemento di angolo solido)
dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ la metrica risulta dunque

dτ 2 = F (r)dt2−2rE(r)dtdr−r2D(r)dr2−C(r)[dr2−r2dΩ2]

57
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La metrica di Minkowski in coordinate polari si scrive

dτ 2 = dt2 − dr2 − r2dΩ2

perciò la richiesta di quasi-minkowskianetà si traduce nei seguenti valori asintotici per le
componenti del tensore metrico

lim
r→∞

F (r) = lim
r→∞

C(r) = 1 , lim
r→∞

rE(r) = lim
r→∞

r2D(r) = 0

Per sempli�care questa esperessione, possiamo innanzitutto provare a ride�nire la coordi-
nata tempo come segue (qui e nel seguito indicheremo con f ′(r) la derivata di una funzione
f(r) rispetto a r, mentre riserveremo il simbolo ḟ per indicare le derivate temporali)

t̃ = t+ Φ(r) ⇒ dt̃ = dt− Φ′(r)dr

Con questa trasformazione la metrica diventa

dτ 2 = F (r)[dt̃− Φ′(r)dr]2 − 2rE(r)[dt̃− Φ′(r)dr]dr − [r2D(r) + C(r)]dr2 − C(r)r2dΩ2

= F (r)dt̃2 − 2[Φ′(r)F (r) + rE(r)]dt̃dr

− [r2D(r) + C(r)− 2rE(r)Φ′(r)− Φ′2(r)F (r)dr2]dr2 − C(r)r2dΩ2

e si vede subito che, scegliendo Φ(r) tale da soddisfare

Φ′(r) = −rE(r)

F (r)

cioè

Φ(r) = −
∫
dr
rE(r)

F (r)

il termine misto dt̃dr sparisce, riducendo la metrica a una forma più semplice

dτ 2 = F (r)dt̃2 −G(r)dr2 − C(r)r2dΩ2

con G(r) = r2D(r)+C(r)+ r2E2(r)
F (r)

. Si noti che questa nuova forma della metrica ha le stesse
caratteristiche richieste alla precedente, in quanto limr→∞G(r) = 1 conferma che siamo
ancora in una metrica quasi-minkowskiana. Inoltre il tempo t̃ di�erisce asintoticamente
da t al più per una costante (limr→∞ Φ(r) = cost.) e quindi posso sempre assumere t = t̃
lontano dal centro di gravità con una traslazione dell'origine dei tempi. Il secondo passo è
quello di riscalare r̃ = rC

1
2 (r). Il comportamento asintotico di C(r) garantisce che di nuovo

lontano dal centro di gravità r̃ = r. Perciò le modi�che della metrica sono sensibili solo
nella zona vicina al corpo celeste che crea il campo gravitazionale. Si noti che r̃ non descrive
più necessariamente la distanza dal centro di gravità, ma si ha ancora che l'area della sfera
identi�cata dalla coordianta r̃ = cost. ha area 4πr̃2. Naturalmaente dr̃ = (C

1
2 + 1

2
C− 1

2C ′)dr
e quindi

dτ 2 = B(r̃)dt̃2 − A(r̃)dr̃2 − r̃2dΩ2
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dove

B(r̃) = F (r(r̃)) , A(r̃) =
G(r(r̃))

[C
1
2 (r(r̃)) + 1

2
C− 1

2 (r(r̃))C ′(r(r̃))]2

Per r → ∞ anche r̃ → ∞ e viceversa. Perciò anche limr→∞B(r) = limr→∞A(r) = 1,
come deve essere in una metrica quasi minkowskiana. Lasciando cadere ora le tilde sopra
ai nuovi r, t scriveremo la più generale metrica statica a simmetria centrale come

dτ 2 = B(r)dt2 − A(r)dr2 − r2dΩ2 lim
r→∞

A(r) = lim
r→∞

B(r) = 1

Il tensore metrico risulta in queste coordinate essere diagonale

gµν =


B(r)

−A(r)
−r2

−r2 sin2 θ


e quindi il suo inverso è semplicemente

gµν =


B−1(r)

−A−1(r)
−r−2

−(r2 sin2 θ)−1


3.2 Soluzione di Schwarzschild

Usiamo ora la metrica a simmetria sferica appena trovata per studiare le equazioni di
campo gravitazionale a simmetria sferica. Come prima cosa interessiamoci delle soluzioni
nel vuoto, ovvero in assenza di materia. Vogliamo cioè esaminare il campo gravitazionale
creato da un corpo celeste, per esempio una stella, fuori dalla stella stessa. Ci occuperemo
più tardi di studiare il campo gravitazionale all'interno della stella stessa.

Le equazioni di campo nel vuoto, cioè per T µν = 0, si riducono semplicemente a Rµν =
0. Occorre quindi calcolare le componenti di Rµν e per far questo bisogna innanzitutto
calcolare le Γ, usando la solita formula (2.3). Nel nostro caso il tensore metrico è diagonale
e questo fa sì che molte delle Γ siano nulle per simmetria. Qui riportiamo le Γ non nulle

Γr
rr =

A′

2A
Γr

θθ = − r

A
Γr

φφ = −r sin2 θ

A
Γr

tt =
B′

2A

Γθ
rθ = Γθ

θr = Γφ
φr = Γφ

rφ =
1

r
Γθ

φφ = − sin θ cos θ

Γφ
φθ = Γφ

θφ = cot θ Γt
tr = Γt

rt =
B′

2B
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Da queste è possibile ricavare il tensore di Ricci mediante la formula (2.7). Le componenti
non nulle sono

Rrr =
B′′

2B
− B′

4B

(
A′

A
+
B′

B

)
− A′

rA

Rθθ = −1 +
r

2A

(
−A

′

A
+
B′

B

)
+

1

A

Rφφ = Rθθ sin2 θ

Rtt = −B
′′

2A
+
B′

4A

(
A′

A
+
B′

B

)
− B′

rA

Tutte le Rµν con µ 6= ν sono nulle. L'equazione per Rφφ non è indipendente, essendo
banalmente uguale a quella per Rθθ moltiplicata per un fattore sin2 θ. Ci basterà dunque
considerare le equazioni Rrr = 0, Rθθ = 0 e Rtt = 0.

Innanzitutto formiamo la combinazione lineare

ARtt +BRrr = 0

Esplicitamente questa si scrive

− 1

rA
(B′A+ A′B) = 0

da cui
B′

B
= −A

′

A
⇒ AB = cost.

Se AB è costante, possiamo calcolarlo nel limite r → ∞ in cui la metrica diventa minko-
wskiana ottenendo

AB = 1 ⇒ B =
1

A
Le equazioni allora diventano

Rrr → B′′ +
2

r
B′ = 0

Rθθ → − 1 + rB′ +B = 0

Rtt → stessa eq. di Rrr

Derivando l'equazione per Rθθ

B′ + rB′′ +B′ = 0

che è equivalente all'altra. Perciò solo l'equazione per Rθθ è realmente indipendente. Da
essa ricaviamo

rB′ = 1−B ovvero
B′

1−B
=

1

r

Poiché −B′ è la derivata di 1−B, siamo in presenza della derivata logaritmica

− d

dr
[log(1−B)] =

d log r

dr
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da cui ricaviamo la soluzione

1−B =
cost.

r
⇒ B = 1− cost.

r
= A−1

Per determinare la costante, ricordiamo che in campo debole

g00 = B = 1 + 2V = 1− 2GM

r

che �ssa la costante a 2GM , ove G è la costante di gravitazione universale eM la massa del
corpo generante il campo gravitazionale. Pertanto la metrica in un campo gravitazionale
statico a simmetria sferica è data da

dτ 2 =

(
1− 2GM

r

)
dt2 −

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dΩ2

e viene detta metrica di Schwarzschild. Tale soluzione perde signi�cato per

r = rs = 2GM

r0 viene detto raggio di Schwarzschild e in esso g00 si annulla (proprio come avevamo
visto euristicamente trattando il potenziale di campo debole newtoniano). Corrispondente-
mente il tempo proprio si congela e un osservatore �minkowskiano� posto a grande distanza
da rs vedrebbe gli eventi su rs svolgersi a una lentezza in�nita. Il coe�ciente di dr2, cioè
grr diventa invece in�nito in rs. In parole povere, la metrica di Schwarzschild è singolare
per r = rs. Si noti che il luogo geometrico dei punti con r = rs, per qualunque tempo t è
una super�cie sferica in R3.

Quanto visto però non vuol dire che i punti con r = rs siano veramente singolari, ma
che il nostro sistema di coordinate non è su�ciente a descrivere tutto lo spazio, bensi solo
una carta di esso. Poiché le coordiante di Schwarzschild non �vedono� oltre la super�cie
sferica r = rs, quest'ultima viene detta orizzonte degli eventi.

Un esempio può chiarire la natura geometrica e non �sica della singolarità dell'orizzonte
degli eventi. Preso un cerchio, un osservatore ne descrive i punti prendendo l'angolo ϕ come
coordinata. L'unica singolarità è, per esempio, in un punto A del cerchio, necessaria per
garantire la periodicità. Cioè con la coordinata ϕ posso descrivere tutti i punti del cerchio
tranne uno. Un altro osservatore può descrivere invece il cerchio con la coordinata x della
proiezione di ogni punto sull'asse delle ascisse. Per il primo osservatore la metrica era

dτ 2 = dϕ2

ma essendo ϕ = arccosx da cui dϕ = (1 − x2)−1/2dx, ho, per la metrica del secondo
osservatore

dτ 2 =
1

1− x2
dx2

che è singolare in x = ±1, cioè in A e nel suo antipodo B. L'ossevatore può scegliere ad

esempio di mettersi nella carta che descrive l'arco
a
AB superiore e allora non vedrà i punti
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dell'arco inferiore, che tuttavia esistono �sicamente. I punti A e B costituiscono in questo
esempio, l'orizzionte degli eventi per questo osservatore. L'altro ossevatore che descrive
mediante l'angolo ϕ vede invece tutto lo spazio e percepisce solo la singolarità �nuda� in
A.

In casi normali l'orizzonte degli eventi

ϕ
x

AB

Figura 3.2: Coordinate su una circonferenza.
In A si ha una singolarità nuda, in B il si-
stema ϕ è regolare, il sistema x presenta un
orizzonte degli eventi

non appare. Abbiamo già visto che per og-
getti quali il Sole o la Terra, e quindi per
la stragrande maggioranza dei corpi cele-
sti il raggio del corpo è molto maggiore di
rs. La soluzione di Schwarzschild è valida
solo nel vuoto. Sulla super�cie del corpo
celeste essa va raccordata con un'altra so-
luzione interna che esamineremo più avanti
e che non presenta singolarità. Dunque in
situazioni normali non c'è nessuna singola-
rità, né di tipo �sico né di tipo geometrico,
cioè di fallimeto della metrica a descrivere
lo spazio. Non c'è nessun orizzonte degli

eventi. Per tutti i corpi celesti ordinari la metrica di Schwarzschild si scosta pochissimo da
quella che sarebbe indotta da una gravità newtoniana.

Esistono però corpi, come le stelle a neutroni, in cui il raggio stellare è solo di poco supe-
riore al raggio di Schwarzschild. Il campo di Schwarzschild è più forte di quello di Newton
nelle vicinanze della super�cie stellare. Una ipotetica stella di materiale incompressibile
(abbiamo visto che la relatività esclude l'esistenza di corpi rigidi incompressibili, perciò
questo è solo un limite teorico) avrebbe un raggio pari a 9

8
rs. Una stella incompressibile

sarebbe quella avente massima stabilità e minimo raggio tra tutte quelle costruibili con
una data massa. 9

8
rs risulta quindi essere un limite teorico alla stabilità di una stella. In

pratica i materiali stellari sono ben lungi dall'essere incompressibili e quindi possono essere
stabili solo �no a 2 o 3 volte rs. Al di sotto di tali valori si ha necessariamente il collasso
gravitazionale. Investigheremo questo fenomeno più avanti. Per ora diciamo solo che un
ipotetico corpo materiale che sia collassato gravitazionalmente al di sotto di rs non potrà
più inviare segnali all'esterno. Si è formato un buco nero, una regione dello spazio delimi-
tata dall'orizzonte degli eventi capace di ingoiare materia e radiazione senza più restituirle
all'esterno. Poiché ogni conoscenza di ciò che succede all'interno dell'orizzonte degli eventi
può raggiungerci solo attraverso segnali che si propagano al massimo alla velocità della
luce, non potremo mai �vedere� l'interno di un buco nero, che rimane per noi inconoscibile.
Dunque qualsiasi speculazione si voglia fare sul destino della materia caduta in un buco
nero non rientra nell'ambito scienti�co in quanto non osservabile.
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3.3 Moto nel campo a simmetria sferica

Investighiamo ora le equazioni del moto di una particella di prova di massa m, che si muove
nel campo gravitazionale a simmetria sferica generato da una massa M . Supporremo
m � M così da garantire che la aprticella di prova non perturba sensibilmente il campo
gravitazionale in cui si sta muovendo. Questa ipotesi si rende necessaria qui a di�erenza
del caso newtoniano, poiché non esiste una soluzione esatta del problema a due corpi
in relatività generale. Perciò tratteremo il problema a un corpo in potenziale centrale
�sso. questo ci permette di studiare agevolmente il moto di un pianeta di massa molto più
piccola di quella del suo sole, ma non di trattare veri e propri problemi a due corpi di massa
comparabile, quali stelle doppie, soprattutto in casi interessanti astro�sicamente come stelle
ruotanti attorno a pulsar o buchi neri (per es. Cygnus X1), per i quali sono comunque
possibili soluzioni numeriche ampliamente esplorate. L'equazione delle geodetiche nel caso
di metrica di Schwarzschild, con le Γ calcolate nella sezione precedente, fornisce le seguenti
equazioni 

d2r
dτ2 + A′

2A

(
dr
dτ

)2 − r
A

(
dθ
dτ

)2 − r sin2 θ
A

(
dφ
dτ

)2
+ B′

2A

(
dt
dτ

)2
= 0

d2θ
dτ2 + 2

r
dθ
dτ

dr
dτ
− sin θ cos θ

(
dφ
dτ

)2
= 0

d2φ
dτ2 + 2

r
dφ
dτ

dr
dτ

+ 2 cot θ dφ
dτ

dθ
dτ

= 0
d2t
dτ2 + B′

B
dt
dτ

dr
dτ

= 0

Poiché il campo è isotropo posso scegliere l'orientazione degli assi nel modo più conveniente.
La conservazione del momento angolare vincola il moto ad avvenire in un piano e suggerisce
di prendere θ = π

2
. La seconda equazione del moto diventa allora banalmente 0=0, mentre

le altre si sempli�cano in
d2r
dτ2 + A′

2A

(
dr
dτ

)2 − r
A

(
dθ
dτ

)2
+ B′

2A

(
dt
dτ

)2
= 0

d2φ
dτ2 + 2

r
dφ
dτ

dr
dτ

= 0
d2t
dτ2 + B′

B
dt
dτ

dr
dτ

= 0

(3.1)

Moltiplico la seconda delle (3.1) per r2 ottenendo

r2d
2φ

dτ 2
+ 2r

dφ

dτ

dr

dτ
= 0 ⇒ d

dτ

(
r2dφ

dτ

)
= 0

Abbiamo quandi la relazione

r2dφ

dτ
= costante = J

che è la versione realtivistica della conservazione del momento angolare.
Nella terza delle (3.1) moltiplico per B, ottenendo

d

dτ

(
B(r)

dt

dτ

)
= 0 ⇒ B(r)

dt

dτ
= costante
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Le condizioni asintotiche a r →∞ della metrica di Schwarzschild ci permettono di calcolare
questa costante

B(r)
dt

dτ
= 1

La prima delle (3.1) allora diventa

d2r

dτ 2
+
A′

2A

(
dr

dτ

)2

− r

A

J2

r4
+
B′

2A

1

B2
= 0

Moltiplichiamo per A dr
dτ

A
dr

dτ

d2r

dτ 2
+
A′

2

(
dr

dτ

)3

− dr

dτ

J2

r3
+

B′

2B2

dr

dτ
= 0

ovvero, raggruppando opportunamente alcune delle derivate

1

2

d

dτ

[
A

(
dr

dτ

)2
]

+
1

2

d

dτ

(
J2

r2
− 1

B

)
= 0

da cui
1

2
A

(
dr

dτ

)2

+
1

2

J2

r2
− 1

2B
= costante ≡ E

Ottengo così un'altra costante del moto che è l'analogo relativistico della conservazione
dell'energia. Infatti nel limite non relativistico

A ≈ 1 B = 1− 2GM

r

dr

dτ
≈ dr

dt
= v

e quindi si ha proprio la tradizionale conservazione dell'energia (bisogna sottrarre l'energia
dovuta alla massa a riposo, che nel nostro caso è 1).

E =
1

2

(
dr

dτ

)2

+
1

2

J2

r2
− GM

r
+ 1 =

E

m

Analogamente l'altra costante del moto diventa, nello stesso limite,

J = r2dφ

dt
=
L

m

cioè proprio l'espressione del momento angolare newtoniano L = mr2φ̇.
Per trovare l'equazione dell'orbita sfruttiamo le due costanti del moto ottenendo

A

(
dr

dφ

dφ

dτ

)2

+
J2

r2
− 1

B
= A

(
dr

dφ

)2
J2

r4
+
J2

r2
− 1

B
= 2E (3.2)
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da cui

dφ = ±
√
Adr

r2

√
1

J2B
+ 2E

J2 − 1
r2

che ci permette di ridurre il problema alle quadrature

φ(r)− φ(rin) = ±
∫ r

rin

√
Adr

r2

√
1

J2B
+ 2E

J2 − 1
r2

(3.3)

I segni ± corrispondono rispettivamente a orbite che si muovono in senso antiorario o
orario. Si noti che nel caso particolare in cui dr

dφ
= 0, cioè il raggio r è costante (orbita

circolare) si ha che l'equazione del moto è soddisfatta se

J2

r2
− 1

B
= 2E ⇒ r =

J√
2E + 1

B

(3.4)

che generalizza la nota formula per orbite circolari newtoniane. Orbite più complicate
possono essere investigate mediante integrazione numerica della (3.3). Le sole orbite chiuse,
cioè che ripercorrono esattamente gli stessi punti dopo una rotazione di φ = 2π, sono solo
quelle circolari. Per tutte le altre, supponiamo di partire da φ(rin)=perielio. Dopo una
rotazione di φ = 2π il corpo di prova si troverà a un φ(r) tale che r 6= rin e per raggiungere
il perielio dovrà e�etuare un ulteriore pezzo di rotazione ∆φ. Questo fenomeno è noto
come precessione del perielio e caratterizza tutte le orbite di Schwarzschild tranne quelle
perfettamente circolari.

3.4 Precessione del perielio di Mercurio

Tutti i pianeti del sistema solare hanno orbite ellittiche, anche se di bassa ellitticità. Dun-
que tutti i pianeti dovrebbero mostrare il fenomeno della precessione del perielio. Tuttavia
solo quelli soggetti a campo gravitazionale più forte (e quindi più vicini al Sole) mostrano
il fenomeno in una maniera misurabile.

Per calcolare questo e�etto nel caso di campi gravitazionali deboli qualle quello del
Sole, dopo aver esplicitato i valori di A(r) e B(r), moltiplichiamo la (3.2) per

(
1− 2GM

r

)
1
J2

1

r4

(
dr

dφ

)2

+

(
1− 2GM

r

)
1

r2
− 1

J2
=

2E

J2

(
1− 2GM

r

)
cioè

1

r4

(
dr

dφ

)2

+
1

r2
− 2GM

r3
− 2E + 1

J2
+

4EGM

J2r
= 0

Posto η = 1/r e quindi
dr

dφ
=
dr

dη

dη

dφ
= − 1

η2

dη

dφ
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l'equazione, riesperessa nella nuova coordinata η diventa(
dη

dφ

)2

+ η2 − 2GMη3 − 2E + 1

J2
+

4EGM

J2
η = 0

Derivando

2
dη

dφ

d2η

dφ2
+ 2η

dη

dφ
− 6GMη2 dη

dφ
+

4EGM

J2

dη

dφ
= 0

ovvero, dividendo per 2 dη
dφ

d2η

dφ2
+ η = 3GMη2 − 2GME

J2

Poniamoci ora in approssimazione di orbita quasi circolare

η = η0 + ξ(φ)

in cui ξ � η0 e η0 = 1/r0 con r0 raggio medio dell'orbita, ovvero raggio dell'orbita circolare
che si vuole perturbare. L'equazione delle orbite in questa approssimazione diventa

d2ξ

dφ2
= 3GM(η0 + ξ)2 − 2GME

J2
− η0 − ξ

= 3GMη2
0 + 6GMη0ξ + 3GMξ2 − 2GME

J2
− η0 − ξ

Poiché la (3.4) ci fornisce

3GMη2
0 =

2GME

J2
+ η0

possiamo sempli�care l'equazione delle orbite nella forma

d2ξ

dφ2
+ (1− 6GMη0)ξ = 3GMξ2

Questa è una equazione non lineare, ma l'ipotesi che ξ sia una piccola perturbazione attorno
a η0 ci permette di trascurare il termine ξ2 e perciò di linearizzarla

d2ξ

dφ2
+ (1− 6GMη0)ξ = 0

Quest'ultima ammette, come ben noto, la soluzione

ξ = ξ0 cos(
√

1− 6GMη0φ− φ0)

dove ξ0 e φ0 sono delle costanti di integrazione. Il periodo dell'oscillazione è dato da√
1− 6GMη0φ2 + φ0 −

√
1− 6GMη0φ1 − φ0 = 2π
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dove abbiamo chiamato φ1 l'angolo iniziale (corrispondente per esempio al perielio) e φ2

l'angolo successivo al quale la ξ torna al valore che aveva in φ1. Se non ci fossero gli e�etti
relativistici, φ2 = φ1 + 2π. Qui invece abbiamo

∆φ = φ2 − φ1 =
2π√

1− 6GMη0

Le orbite pertanto non si chiudono. Sviluppando in serie

∆φ ≈ 2π(1 + 3GMη0 + ...) = 2π +
6πGM

r0

Ad ogni orbita il perielio si sposta di

δφ =
6πGM

r0

Si vede chiaramente quanto detto prima, e cioè che l'e�etto è massimizzato da raggi medi
r0 più piccoli. In realtà l'e�etto per singola orbita è piccolissimo, ma comincia a dare
qualche segnale considerando un gran numero di orbite. Di solito le perturbazioni planetarie
si esprimono in secondi d'arco al secolo. La seguente tabella da i valori misurati della
precessione secolare del perielio e quelli previsti dalla relatività generale per alcuni dei
corpi celesti del sistema solare più vicini al Sole.

Pianeta r0 (106Km) eccentricità δφ orbite al secolo prec. calcolata prec. osservata

Mercurio 57,91 0,2056 0�1038 415 43,03 43,11±0,45
Venere 108,21 0,0068 0�058 149 8,6 8,4±4,8
Terra 149,60 0,0167 0�038 100 3,8 5,0±1,2
Icaro 161,0 0,827 0�115 89 10,3 9,8±0,8

3.5 De�essione dei raggi luminosi e gravitational lensing

Avendo derivato le equazioni del moto per un corpo di massa unitaria, non possiamo
applicarle al fotone se non con un opportuno passaggio al limite.........
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3.6 Soluzione all'interno di una stella e suo equilibrio

3.7 Nane bianche

3.8 Stelle a neutroni

3.9 Campi gravitazionali a simmetria sferica dipendenti

dal tempo

La metrica sferica più generale, non necessariamente statica, si scrive

dτ 2 = C(r, t)dt2 −D(r, t)dr2 − 2E(r, t)drdt− F (r, t)r2dΩ

in cui si è tenuto conto della simmetria sferica che impedisce alle componenti della metrica
di dipendere dalle coordinate angolari e dal fatto che gli unici invarianti rotazionali che si
possono utilizzare sono |~x|2 = r2, d~x2 = r2dΩ2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2) e ~x · d~x = rdr e che
questi possono formare solo termini quadratici nei di�erenziali, includendo dt.

Una opportuna ride�nizione della coordinata r permette di eliminare la funzione F (r, t).
Si ride�nisca infatti

r̃ = r
√
F (r, t)

con il che si perviene a nuove coordinate

dτ 2 = C(r(r̃, t), t)dt2 −G(r̃, t)dr̃2 − 2H(r̃, t)dr̃dt− r̃2dΩ2

con opportune nuove funzioni G(r̃, t) e H(r̃, t) che tengono conto della trasformazione
e�ettuata. Ora si e�ettui anche una trasformazione sulla coordinata temporale del tipo

dt̃ = η(r̃, t)[C(r(r̃, t), t)dt+ E(r(r̃, t), t)dr̃]

in cui η serve a garantire che dt̃ sia un di�erenziale esatto

∂

∂r̃
(ηC) = − ∂

∂t
(ηE)

Con questo cambiamento di coordiante si può far sparire il termine in dt̃ dr̃ pervenendo
a un sistema di coordinate in cui il tempo è ortogonale alle direzioni spaziali. Lasciando
cadere la tilde su r e t, intendendo d'ora in poi di usare sempre queste nuove coordinate,
la metrica si scrive

dτ 2 = B(r, t)dt2 − A(r, t)dr2 − r2dΩ2

in cui B = η−2C−1 e A = D+C−1E2. Il tensore metrico è diagonale e formalmente identico
a quello di Schwarzschild, ma ora le funzioni A e B possono dipendere anche dal tempo t
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oltre che dalla coordinata radiale r. Dal tensore metrico possiamo calcolare le connessioni
a�ni, di cui qui riportiamo quelle diverse da zero

Γ = ...

e da queste ultime le componenti del tensore di Ricci

R = ....

Tutte le componenti di Rµν qui non riportate sono nulle.
Se lo spazio è vuoto le equazioni di campo sono

Rµν = 0

In particolare (il punto sopra una funzione indica la sua derivata rispetto a t, mentre il
primo indica la derivata rispetto a r)

Rtr =
Ȧ

Ar
= 0 ⇒ Ȧ = 0

Questo risultato, inserito nelle altre equazioni di campo fa sparire tutte le derivate tem-
porali e le equazioni vengono così a coincidere con quelle del caso statico. Da Rtt = 0 si
ricava allora (AB)′ = 0 e da Rθθ = 0 si ha( r

A

)′
= 1

Poiché Ȧ = 0, la soluzione sarà

A(r) =

(
1− 2GM

r

)−1

, B(r, t) = f(t)

(
1− 2GM

r

)
con f(t) arbitraria funzione del tempo, che può essere �ssata pari a 1 ride�nendo ancora
la variabile tempo come segue

dt̄ =
√
f(t)dt

La metrica risulta così essere completamente indipendente da t all'esterno della stella.
Abbiamo così dimostrato il

Teorema di Birkho�: All'esterno di una stella a simmetria sferica la metrica è sempre
statica e coincide con la metrica di Schwarzschild.

Ciò corrisponde a dire che un corpo sferico variabile nel tempo (pulsante nella direzione
radiale, per esempio) se conserva la sua simmetria sferica non emette onde gravitazionali.
Infatti la metrica al di fuori del corpo stesso rimane sempre quella di Schwarzschild.

All'interno di una cavità sferica la metrica è ancora Schwarzschild, ma per r = 0
non ci deve essere singolarità e quindi GM deve annullarsi. Ciò porta necessariamente a
coordinate minkowskiane. Vale quindi il risultato newtoniano che all'interno di una cavità
sferica delimitata da materia a simmetria sferica non c'è campo gravitazionale.
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3.10 Coordinate comoventi

Immaginiamo una regione �nita dello spazio piena di una densa nuvola di particelle in
caduta libera. Ogni particella trasporta un orologio ed è fornita di 3 coordinate spaziali
de�nite come le coordinate che aveva quando il suo orologio era a t = 0 rispetto a un certo
sistema di riferimento arbitrariamente pre�ssato.

Se conveniamo di etichettare un evento mediante le coordinate della particella che passa
di lì proprio in quell'istante e dando come coordinata temporale proprio l'ora segnata
sull'orologio della

particella, abbiamo costruito le coordinate comoventi. sono utili laddove le traiettorie
delle particelle non si incrociano. Poiché gli orologi sono in caduta libera, segnano il tempo
proprio

dτ 2 = gµνdx
µdxν = gttdt

2

e quindi gtt = 1.
Le traiettorie delle particelle sono geodetiche

d2xi

dτ 2
+ Γi

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0

ma xi=costante e quindi Γi
tt = 0. Esplicitando

gij ∂gjt

∂t
= 0

e poiché gij è una matrice non singolare

∂gjt

∂t
= 0

Una metrica in cui gtt = 1 e ∂gjt

∂t
= 0 viene detta metrica gaussiana.

Abbiamo quindi la possibilità di ride�nire l'origine dei tempi

t̃ = t+ f(x)

in modo tale che

g̃tt = 1

g̃ti = gti + ∂if

g̃ij = gij − gti∂jf − gtj∂if

Se le particelle sono a riposo per t = 0, allora esiste un sistema di riferimento inerziale
locale x̃µ per ogni particella tale che

∂x̃0

∂xi

∣∣∣∣ t = 0
~x = ~xp

= 0 .
∂x̃i

∂t

∣∣∣∣ t = 0
~x = ~xp

= 0
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Avendo quest'ultimo metrica ηµν , sarà

gti(t = 0, ~xp) = ηµν
∂x̃µ

∂xi

∂x̃ν

∂t

∣∣∣∣ t = 0
~x = ~xp

= 0

ma ∂gti

∂t
= 0 e quindi gti = 0 sempre. La metrica allora viene detta metrica gaussiana

normale

dτ 2 = dt2 − γij(~x, t)dx
idxj

dove
γij = −gij

è la metrica dello spazio 3-dimensionale a �ssato t. Si noti infatti che ora anche lo spazio 3-
dimensionale può essere curvo e quindi avere metrica non banale. Tuttavia questa metrica
si deve ridurre alla banale euclidea 13 nel sistema di riferimento inerziale locale, e perciò
ha determinante positivo. Ciò implica che, comunque sia curvo lo spazio 3-dimensionale,
esso sarà sempre a metrica de�nita positiva e i 3-vettori di norma nulla sono nulli anche in
relatività generale, a di�erenza dei 4-vettori. Si noti tuttavia che γij(~x, t) e che quindi la
distanza puramente spaziale tra 2 oggetti non è invariante per trasformazioni generali di
coordinate e ha solo un signi�cato locale.

Dalla formula generale

Γµ
αβ =

1

2
gµγ

(
∂gαγ

∂xβ
+
∂gγβ

∂xα
− ∂gβα

∂xγ

)
introdotta la notazione ḟ = ∂tf , si vede subito che, avendo g00 = 1, g0i = 0 e gij = −γij,
nel caso di metrica gaussiana normale le componenti della connessione a�ne sono

Γµ
00 = Γ0

µ0 = Γ0
0µ = 0 ∀µ

Γi
0j =

γilγ̇lj

2

Γ0
ij =

γ̇ij

2

Γk
ij =

1

2
γkl(∂jγil + ∂iγlj − ∂lγij)

Se le particelle formano un sistema a simmetria sferica

dτ 2 = C(r, t)dt2 −D(r, t)dr2 − 2E(r, t)drdt− F (r, t)r2dΩ2

si ha gtr = 2E(r), che non dipende da t perché ∂gtr

∂t
= 0. Se però ride�niamo t come

t′ = t− 2

∫ r

0

E(r̄)dr̄
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la metrica diventa
dτ 2 = dt2 − U(r, t)dr2 − V (r, t)dΩ2

Si tratta quindi di una metrica gaussiana, in quanto gtt = 1 e ∂gjt

∂t
= 0 e di una gaussiana

normale, in quanto gti = 0.
Immaginando un gas di particelle che collassano si ha, in coordinate comoventi ui = 0

e poiché gµνu
µuν = 1, deve essere gtt(u

t)2 = 1 cioè

ut = (gtt)
−1/2 = 1

Quindi la quadrivelocità in coordinate comoventi è

uµ =

(
1
~0

)
uµ = (1,~0)

e dalla metrica

gµν =


1
−U

−V
−V sin2 θ

 gµν =


1
−U−1

−V −1

−(V sin2 θ)−1


si possono ricavare le componenti di Γρ

µν e del tensore di Ricci Rµν .
Dalle formule per le componenti di Γ in coordinate gaussiane normali, tenendo ulterior-

mente conto che ora la metrica è diagonale, si possono ricavare le componenti non nulle
della Γ

Γ0
rr =

U̇

2
Γ0

θθ =
V̇

2
Γ0

φφ =
V̇

2
sin2 θ

Γr
0r = Γr

r0 =
U̇

2U
Γθ

0θ = Γθ
θ0

V̇

2V
Γφ

0φ =
V̇

2V

Γr
rr =

U ′

2U
Γr

θθ = − V ′

2U
Γr

φφ = − V ′

2U
sin2 θ

Γθ
rθ = Γθ

θr =
V ′

2V
Γθ

φφ = sin θ cos θ

Γφ
φθ = Γφ

θφ = cot θ Γφ
rφ = Γφ

φr =
V ′

2V
La formula per il tensore di Ricci in termini di Γ ci permette di calcolarne le componenti

Rrr =
V ′′

V
− V ′2

2V 2
− U ′V ′

2UV
− Ü

2
+
U̇2

4U
− U̇ V̇

2V

Rθθ = −1 +
V ′′

2U
− V ′U ′

4U2
− V̈

2
− V̇ U̇

4U

R00 =
Ü

2U
+
V̈

V
− U̇2

4U2
− V̇ 2

2V 2

R0r =
V̇ ′

V
− V ′V̇

2V 2
− U̇V ′

2UV
Rφφ = Rθθ sin2 θ
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Tutti gli altri Rµν sono nulli.

3.11 Collasso gravitazionale

Studieremo ora il collasso di una polvere in caduta libera. Le particelle della polvere sono
la base per costruire un sistema di coordinate comoventi sferiche

dτ 2 = dt2 − U(r, t)dr2 − V (r, t)dΩ2

Il tensore energia-impulso per un �uido di pressione trascurabile è

T µν = ρuµuν

con ρ(~x, t) densità di energia a riposo. Le componenti di uµ nel sistema di riferimento
comovente, come già visto, sono

uµ =

(
1
~0

)
Pertanto l'equazione di continuità DµT

µi = 0 è banalmente soddisfatta, mentre la

DµT
µ0 = 0

fornisce

−∂ρ
∂t
− ρΓλ

λ0 = −∂ρ
∂t
− ρ

(
U̇

2U
+
V̇

V

)
=

∂

∂t
(ρV

√
U) = 0

Le equazioni del campo Rµν = 8πG(Tµν − 1
2
gµνT ) in componenti sono date da

R00 = 8πG

(
ρ− 1

2
ρ

)
= 4πGρ

Rrr = 8πG
1

2
Uρ = 4πGUρ

Rθθ = 8πG
1

2
V ρ = 4πGV ρ

Rφφ = 8πG
1

2
V sin2 θ = 4πGV ρ sin2 θ

Rr0 = 0

Esplicitando le Rµν secondo le formule della sezione precedente si hanno le equazioni di
campo in forma di equazioni di�erenziali per U e V . Supponiamo ρ indipendente da r e
cerchiamo una soluzione fattorizzata del tipo

U = R2(t)f(r) V = S2(t)g(r)

L'equazione Rr0 = 0 richiede che

Ṡ

S
=
Ṙ

R
cioè

d

dt
logS =

d

dt
logR
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da cui logS/R = cost. cosicchè possiamo normalizzare f e g in modo tale che S(t) = R(t).
Possiamo poi ride�nire

r̃ =
√
g(r)

cosicchè

f̃ =
fg′2

4g
g̃ = r2

e quindi
U = R2(t)f(r) V = R2(t)r2

Le prime due equazioni di campo sono, in questa nuova notazione

− f ′

rf 2
− R̈R− 2Ṙ2 = 4πGR2ρ

− 1

r2
+

1

rf 2
− f ′

2rf
− R̈R− 2Ṙ2 = 4πGR2ρ

Quindi

− f ′

rf 2
= − 1

r2
+

1

rf 2
− f ′

2rf
= 2k

con k = cost. da cui possiamo riscrivere la metrica nella forma

dτ 2 = dt2 −R2(t)

(
dr2

1− kr
+ r2dΩ2

)
L'equazione di continuità sopraccitata diventa ora

∂

∂t
(ρV

√
U) =

∂

∂t
(ρR2r2R

√
f) =

∂

∂t
(R3ρr2

√
f) = 0

ovvero
R3ρ = cost.

Normalizziamo r in modo tale che R(0) = 1, da cui

ρ(t) = ρ(0)R−3(t)

Le equazioni di campo diventano

−2k − R̈R− 2Ṙ2 = 4πGρ(0)R−1

R̈R =
4πG

3
ρ(0)R−1

Sommando le due equazioni

Ṙ2 = k − 8πG

3
ρ(0)R−1
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Assumiamo che il �uido sia a riposo per t = 0, il che vuol dire che Ṙ(0) = 0. Allora,
valutando l'equazione ora ottenuta in t = 0

Ṙ2(0) = k − 8πG

3
ρ(0) =⇒ k =

8πG

3
ρ(0)

e perciò possiamo riscrivere l'equazione stessa in una maniera ancora più semplice

Ṙ2 = k(R−1 − 1)

Di questa equazione è possibile trovare una soluzione parametrica

t =
ψ + sinψ

2
√
k

, R =
1

2
(1 + cosψ)

La curva descritta da questa soluzione parametrica è una cicloide. Ovviamente per il
problema che stiamo trattando solo il ramo 0 ≤ ψ < π ha senso. La metrica presenta una
singolarità per R(t) = 0, cioè per t = T tale che

T =
π

2
√
k

=
π

2

√
3

8πGρ(0)

Ma R = 0 implica ρ(T ) = ∞ e quindi il collasso �no a densità in�nita avviene in un tempo
�nito T .

Il teorema di Birkho� garantisce l'esistenza di una soluzione esterna per una metrica
standard di tipo Schwarzschild, ma tale metrica non è comovente. Ora cercheremo di dare
le trasformazioni da coordinate comoventi (t, r, θφ) a coordinate standard (t̄, r̄, θ̄, φ̄).

dτ 2 = B(r̄)dt̄2 − A(r̄)dr̄2 − r̄2dΩ̄2

Si vede subito per confronto che

r̄ = rR(t) θ̄ = θ φ̄ = φ

perciò non ci sono di�erenze sulla distribuzione angolare tra i due sistemi di coordinate.
Le di�erenze sostanziali sono solo sulle coordinate radiali e temporali. abbiamo quindi due
osservatori O e Ō che osservano lo stesso fenomeno di collasso gravitazionale da due punti
di vista diversi. Ō osserva il fenomeno da lontano e perciò attribuisce coordiante che a
grande distanza dal centro gravitazionale approssimano Minkowski, cioè coordinate di Sch-
warzschild. Esso vede gli eventi pertinenti il fenomeno solo �no al raggio di Schwarzschild
rs = 2MG, cioè �no al suo orizzonte degli eventi, ovvero alla �ne della sua carta. Per
questo osservatore esterno la stella collassante non raggiunge mai il raggio rs, poiché man
mano che la stella si avvicina a rs egli vede scorrere il tempo degli eventi relativi alla stella
(cioè il tempo proprio della super�cie stellare τ) sempre più lentamente. Poiché in una
metrica di Schwarzschild il ritardo gravitazionale dei tempi, inversamente proporzionale a
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B(r) = 1− 2MG
r

diventa in�nito a r = rs, l'osservatore esterno vedrà la caduta della stella
avvenire sempre più lentamente e impiegare un tempo in�nito per raggiungere un raggio
rs. Giustamente, l'osservatore esterno non vedrà mai la stella superare l'orizzonte degli
eventi. Egli infatti non può vedere fenomeni che siano oltre il suo orizzonte degli eventi.

Man mano che la stella si avvicina a rs il ritardo temporale gravitazionale si manifesta
sui raggi di luce come red-shift gravitazionale. Anche questo diventa in�nito quando si
raggiunge rs e perciò man mano che la stella collassa essa diventa sempre più rossa per
l'osservatore esterno �no a scomparire praticamente.

Ben diversa è la situazione per un os-
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Figura 3.3: Il fattore di scala di un collasso
gravitazionale evolve come una cicloide

servatore in coordinate comoventi, cioè che
cada assieme alla stella partecipando al col-
lasso gravitazionale. Come abbiamo visto
la sua carta di coordinate è ben de�nita �-
no alla singolarità �sica r = 0 e il raggio rs

non ha alcun particolare signi�cato per lui.
Il collasso avviene in un tempo �nito T (in
casi realisitici questo può essere dell'ordi-
ne di 10−5sec). Ovviamente nessun osser-
vatore umano potrà mai sopravvivere alle
proibitive situazioni di distorsioni di marea
presenti nelle fasi �nali di un collasso gra-
vitazionale, ma supponiamo l'esistenza di

un osservatore ideale che possa vedere il collasso nelle coordinate comoventi senza auto-
distruggersi. Egli descriverebbe il collasso come un fenomeno di durata �nita T , ma le
sue coordinate non approssimano Minkowski a grandi distanze, come si può constatare
dalla formula della metrica comovente a simmetria sferica. Nel momento in cui l'osser-
vatore interno passa rs il tempo proprio dell'osservatore esterno diventa in�nito. Perciò
l'osservatore interno vede tutta la storia dell'Universo esterno dipanarsi in un tempo �nito,
dopodichè entra nel buco nero e non può più comunicare con l'Universo esterno.

Supponiamo che una particella cada nel buco nero partedo dall'in�nito ove si trovava
originariamente a riposo. Stiamo studiando l'analogo relativisitco di ciò che newtoniana-
mente era un'orbita parabolica. Inoltre supponiamo che la particella cada senza momento
angolare, cioè il suo moto sia in direzione puramente radiale. La sua equazione del moto è
una geodetica

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

Esprimendo questa equazione in coordinate di Schwarzschild, avremo(
dr

dτ

)2

= E2 − 1 +
2MG

r

ove E = E/m, mentre le equazioni per θ e φ si riducono a sancire la loro costanza. Da
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questa equazione possiamo ricavare il tempo proprio

dτ = − dr√
E2 − 1 + 2GM

r

e quindi un osservatore che parta da un certo evento di raggio R e che cada assieme alla
particella (cioè un osservatore in coordinate comoventi) raggiungerebbe rs in un tempo
�nito

T =

∫ R

rs

dr√
E2 − 1 + 2GM

r

Se la particella si trova a riposo all'in�nito, la sua energia è inizialmente tutta dovuta alla
sua massa e perciò E = 1. In questo caso l'integrale è facilmente eseguibile e il tempo
impiegato per raggiungere l'orizzonte degli eventi partendo da un certo raggio R è

T =
1

3

(
R3/2

√
rs

− 1

)
Nel caso E 6= 1 l'integrale è comunque convergente e valutabile numericamente fornendo
risultati �niti.

Il tempo proprio è anche il tempo coordinata del sistema comovente. Se invece mi
chiedo quale sia la di�erenza di tempo coordinata in metrica esterna (di Schwarzschild)
tra questi due eventi (la partenza dell'osservatore comovente a raggio R e il suo arrivo
sull'orizzonte degli eventi) risulta essere

dt

dτ
= g00E

m
= g00E =

E
1− rs

r

e quindi

dt =
Edτ

1− rs

r

=
Edr(

1− rs

r

)√
E2 − 1 + rs

r

Consideriamo il caso E = 1 in cui la particella che cade è inizialmente a riposo e poniamoci
vicino all'orizzonte degli eventi. Introduciamo una nuova coordinata ε = r−rs = r−2GM

dt = −(ε+ rs)
3/2dε

√
rsε

→ε→0 cost.
dε

ε

e perciò ∫
dt→ε→0 ln ε

che presente una divergenza logaritmica. Da questa formula risulta chiaro che avvicinandosi
all'orizzonte degli eventi per un osservatore esterno quasi minkovskiano il tempo di caduta
di un grave diverge, come già preannunciato.
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Se una stella collassa gravitazionalmente, vuol dire che nessuna forza repulsiva è più in
grado di contrastare l'attrazione gravitazionale. La sfera stellare si riduce sempre più �no a
raggiungere e superare rs. Il processo può essere inizialmente lentissimo, poi accelera �nchè
le fasi �nali del collasso possono avvenire in tempi comparabili a quelli che la luce impiega
ad attraversare la stella. Essendo per le stelle ordinarie rs ≈ 1Km, il tempo del collasso,
visto da un ipotetico osservatore sulla super�cie della stella, sarà dell'ordine di 10−5sec. Per
un osservatore esterno a debita distanza, la stella non raggiunge mai l'orizzonte degli eventi
rs, poiché man mano che la stella si avvicina a rs più lentamente l'osservatore vede scorrere
il tempo, che rimarrebbe praticamente congelato sul raggio di Schwarzschild stesso.

Per l'osservatore sulla super�cie stellare il collasso avviene, come abbiamo detto in
10−5sec, dopodiché egli si troverà al di là di rs in una parte dell'Universo che non portà
mai comunicare con noi. Per noi osservatori esterni non sarà mai possibile sapere cosa c'è al
di là di rs. Poiché la singolarità è anche temporale, l'osservatore sulla stella vedrebbe tutto
il tempo trascorrere in 10−5sec e penetrerebbe al di là di rs quando al di qua l'Universo è
già �nito.


