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Equazioni dell’elettromagnetismo
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Equazioni dell’elettromagnetismo

Equazioni di Maxwell 

Leggi fondamentali 
dell’elettromagnetismo
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Equazioni dell’elettromagnetismo

Equazioni di Maxwell 

Leggi fondamentali 
dell’elettromagnetismo
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Equazioni di Maxwell 

Leggi fondamentali 
dell’elettromagnetismo

GaussV
Vd

E dS
ρ

⋅ =
∫

∫
��

� ( ) SQ
Eϕ =
�

Equazioni dell’elettromagnetismo

0B dS⋅ =∫
��

� ( ) 0Bϕ =
�

S
E dl B dS

tΓ

∂
⋅ = − ⋅

∂∫ ∫
� �� �

�

Faraday – Lenz

0

0

S

S

J dS
B dl

E dS
t

µ
εΓ

 ⋅ +
 ⋅ = ∂ + ⋅ 

∂ 

∫
∫

∫

��

��
���

James Clerk Maxwell (1831 – 1879)

Ampére - Maxwell

GaussV

0
S

E dS
ε

⋅ =
∫

∫
��

� ( )
0

S
S Eϕ

ε
=

6

( )B
t

ε ϕ
∂

= −
∂

�
( )0 0B dl i E

t
µ ε ϕ

Γ

∂ 
⋅ = + ∂ 

∫
�� �

�

0
S

B dS⋅ =∫
��

� ( ) 0S Bϕ =
�



A.A. 2014 – 2015 Maurizio Piccinini

Potenziale vettore

È possibile, in analogia con il campo elettrostatico, definire un potenziale che 
consenta una descrizione alternativa del campo magnetico?
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Potenziale vettore
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Potenziale vettore
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Potenziale vettore
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Potenziale vettore

Come sono fatti i potenziali?
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Potenziale vettore
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Potenziale vettore
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Energia del campo magnetico
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Onde elettromagnetiche
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Onde elettromagnetiche

Equazione di D’Alembert

2
2

0 0 2
0

E
E

t
µ ε

∂
∇ − =

∂

�
�� �

2
2

0 0 2
0

B
B

t
µ ε

∂
∇ − =

∂

�
�� �

2
2

0 0 2
0

t

ϕ
ϕ µ ε

∂
∇ − =

∂

�

2
2

0 0 2
0

A
A

t
µ ε

∂
∇ − =

∂

�
� �� In assenza di cariche e di correnti ogni 
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componenti di A) soddisfano l’equazione di 
D’Alembert, detta anche “equazione d’onda”:
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Fra le sue soluzioni vi sono le funzioni d’onda, caratterizzate da una particolare 
dipendenza dalle coordinate spazio-tempo.
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Onde elettromagnetiche
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Il luogo dei punti in cui, all’istante t, 
f è costante, è un piano 
perpendicolare a 

Il piano corrispondente a w = costante 

si sposta nel tempo con velocità v.

û
,

u

Al variare del tempo
se w costante dr dt v= = ∓

2r
�

1r
�
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Onde elettromagnetiche

Onde piane

2
2

2 2

1
0

f
f

v t

∂
∇ − =

∂

�
( ) ( ) ( )ˆ,f r t f w f r u vt= = ⋅ ±
� �

ˆw r u vt= ⋅ ±
�

ˆur r u w vt= ⋅ =
�

∓

costante udr
se w v= = ∓

19

f

ur

uw r vt= −

vt

v
�

( ),uf r vt t+( ), 0uf r

Il luogo dei punti in cui, all’istante t, 
f è costante, è un piano 
perpendicolare a 
Tale piano si sposta nel tempo con 
velocità v.

û

x
y

z
costante udr

se w v
dt

= = ∓

û
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Onde elettromagnetiche

2
2

2 2

1
0

f
f

v t

∂
∇ − =

∂

�

Onde piane

( ) ( )ˆ,f r t f r u vt= ⋅ ±
� �

ˆw r u vt= ⋅ ±
�

f è soluzione dell’equazione di D’Alembert

20

2 2
2

2 2

f f
v

t w

∂ ∂
=

∂ ∂

2 2 2
2 2

2 2 2
,x

f f f
u f

x w w

∂ ∂ ∂
= ⇒ ∇ =

∂ ∂ ∂

�
… !OK

Soluzioni in onde piane per i campi E e B

( ) ( )ˆ ˆp E r EE E f r u vt E g r u vt= ⋅ − + ⋅ +
� � �� �

( ) ( )ˆ ˆp B r BB B f r u vt B g r u vt= ⋅ − + ⋅ +
� � �� �
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Onde elettromagnetiche

Onde sferiche

2
2

2 2

1
0

f
f

v t

∂
∇ − =

∂

�

( )
( )

, ;
f w

F r t w r vt
r

= = ±
�

Il luogo dei punti in cui, all’istante t, F è costante, è una 

21

Il luogo dei punti in cui, all’istante t, F è costante, è una 
superficie sferica centrata nell’origine del s.d.r..

Tale superficie si espande (o si contrae) nel tempo con 
velocità v.

L’intensità del campo F, soluzione dell’equazione di 
D’Alembert, in un punto di tale superfice, varia come 1/r.

x
y

z

r

( )2

1 2

11
ˆ

n n n

n nn
r

r r r+ +

+ 
∇ = −∇ ⋅ = 

 

� � ( )2
2

2 1 2

11
n n n

n nn
v v

t r t r r+ +

+∂ ∂  
= − = 

∂ ∂  
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Onde elettromagnetiche

Onde piane monocromatiche (o armoniche)

( ) ( ) ˆ, cos cos ;f r t A k r t A k u r t v
k k

ω ω
ω δ δ

  
= ⋅ − + = ⋅ − + =  

  

�� � �

2 1 2 2
;

v
T v vT

k

π π π
λ

ω ων ν
= = = = = = ( )

0 0

Nel vuoto
k

k kcω
µ ε

= =

periodo    pulsazione    lunghezza d’onda                        frequenza 

velocità di fase

22

0 0µ ε
Relazione di dispersione

( , 0)f r

A

λ

r
-δ/k

periodo    pulsazione    lunghezza d’onda                        frequenza 
o frequenza angolare                numero d’onda

(modulo del vettore d’onda) 

T

(0, )f t

A

t
δ/ω

Teorema di Fourier

Ogni perturbazione elettromagnetica fisicamente realizzabile può essere 

rappresentata come sovrapposizione di onde armoniche.
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Onde elettromagnetiche

Onde piane – campi elettrici e magnetici

( )0
ˆEE E f r u vt= ⋅ −

� � �

( )0
ˆBB B f r u vt= ⋅ −

� � �

( )ˆ
ˆ 0x x

x

u EE E E
E u u

x w w w

∂ ⋅∂ ∂ ∂
∇ ⋅ = + = + = ⋅ = =

∂ ∂ ∂ ∂

��
� �

… …

( )ˆ
0

u B
B

w

∂ ⋅
∇ ⋅ = =

∂

�
� �

( ) ( )ˆ ˆ 0u E w u B w⋅ = ⋅ =
� �

E(w) e B(w) sono perpendicolari alla direzione di propagazione dell’onda.

23

( )
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ
ˆ

x y z x y z

x y z
x y zx y z

i j k i j k
i j k

u E B B
E u u u u u u v

x y z w w w w w t w
E E E

E E EE E E

∂ ∧∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇∧ = = = = = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

� � �
� �

( )ˆ 0u E vB
w

∂
∧ − =

∂

� �
( )

( )û E w
B w

v

∧
=

�
�

2

v E
B

v

∧
=

��
� E B v= ∧

� � �

E vB=

E(w) e B(w) sono perpendicolari fra di loro, con rapporto dei moduli = c (nel vuoto)

E cB=
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Onde elettromagnetiche

Onde piane – campi polarizzati

( )0
ˆcos pE E k r t uω δ= ⋅ − +

�� � Onda piana monocromatica 
polarizzata linearmentre

24
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Energia e impulso nei campi elettromagnetici

Data una distribuzione spaziale qualunque di cariche elettriche in movimento, 
qual è  l’espressione generale della legge di conservazione dell’energia?

Il sistema, contenuto in un volume V racchiuso da una superficie Σ, è caratterizzato 
dalla densità di carica ρ(r,t), dal campo delle velocità v(r,t) e dai campi E e B.

La carica dq contenuta nel volume dV subisce la forza, dovuta alle altre cariche:

25

( ) ( ) ( )V VdF dq E v B E v B d E J B dρ ρ ρ= + ∧ = + ∧ = + ∧
� � � � � � � �� �

I campi E e B quindi compiono su dq, in un tempo dt (ricordando che la forza 
magnetica non compie lavoro), il lavoro elementare:

( ) ( )V VdF vdt E v d dt E J d dtδ ρ= ⋅ = ⋅ = ⋅
� � � �� �

L
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Energia e impulso nei campi elettromagnetici

( ) V
L

w E J d
dt

δ
δ = = ⋅

� �

0 0

E
B J

t
µ ε
 ∂

∇ ∧ = + 
∂ 

�
� � � 0

0

1
V

E
w E B E d

t
δ ε

µ

 ∂
= ⋅∇ ∧ − ⋅ 

∂ 

�
� � � �

Potenza infinitesima δ w (lavoro infinitesimo per 
unità di tempo) sviluppata dalle forze in gioco.

26
( ) ( ) ( )E B E B E B∇⋅ ∧ = ∇∧ ⋅ − ⋅ ∇∧
� � � � � � � � �

( ) ( ) 0

0 0

1 1
V

E
w E B E B E d

t
δ ε

µ µ

 ∂
= ∇ ∧ ⋅ − ∇ ⋅ ∧ − ⋅ 

∂ 

�
� � � � � � �

( ) 0

0 0

1 1
V

B E
w B E B E d

t t
δ ε

µ µ

 ∂ ∂
= − ⋅ − ∇ ⋅ ∧ − ⋅ 

∂ ∂ 

� �
� � � � �

B
E

t

∂
∇ ∧ = −

∂

�
� �

( ) ( )2 2

0

0 0

1 1 1
V V V 0

2 2
E J d B E d E B d

t
ε

µ µ

 ∂
⋅ + + + ∇ ⋅ ∧ = 

∂  

� � � � � � �
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Energia e impulso nei campi elettromagnetici

( ) ( )2 2

0

0 0

1 1 1
V V V 0

2 2
E J d B E d E B d

t
ε

µ µ

 ∂
⋅ + + + ∇ ⋅ ∧ = 

∂  

� � � � � � �

Il lavoro per unità di tempo (potenza) svolto dalla forza elettrica sulla carica 
contenuta in V è compensato da altri termini secondo l’espressione:

( )E B∧ ∂
� �

� � � � �
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( )
( )

2 2

0
V V

0 0

1 1
V V 0

2 2

E B
E J d B E d d

t
ε

µ µΣ

∧ ∂
⋅ + + + ⋅ Σ = 

∂  
∫ ∫ ∫

� �
� � � � �

�

Lavoro per unità di tempo 
svolto dalla forza elettrica 
sulla carica contenuta in V

Variazione dell’energia nel 
volume V sotto forma di 

campi elettrici e magnetici

Energia che attraversa Σ
nell’unità di tempo,  per 

mezzo dei campi E e B su Σ .

Legge di conservazione dell’energia in elettromagnetismo:

Teorema di Poynting
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Energia e impulso nei campi elettromagnetici

( )
( )

2 2

0
V V

0 0

1 1
V V 0

2 2

E B
E J d B E d d

t
ε

µ µΣ

∧ ∂
⋅ + + + ⋅ Σ = 

∂  
∫ ∫ ∫

� �
� � � � �

�

( ) ( )2 2

0

0 0

1 1 1
0

2 2
E J B E E B

t
ε

µ µ

 ∂
⋅ + + + ∇ ⋅ ∧ = 

∂  

� � � � � � �
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( )mat emU U S d
t Σ

∂
+ = − ⋅ Σ

∂ ∫
� �

�

0

E B
S

µ

∧
=

� �
�

0 0 

( )mat emu u S
t

∂
+ = −∇ ⋅

∂

��

Il vettore di Poynting rappresenta sicuramente un flusso di energia quando è 
diverso da zero attraverso una superficie chiusa.

Vettore di Poynting J
t

ρ∂
= −∇ ⋅

∂

� �
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Energia e impulso nei campi elettromagnetici

0

E B
dU d dt S d dt

µ
Σ

∧
= ⋅ Σ = ⋅ Σ

� �
�� �

Energia che fluisce, nel tempo dt, attraverso l’elemento di superficie dΣ nei 
punti del quale siano presenti campi elettrici e magnetici.

Con analogo percorso logico, riguardante le forze elettriche agenti su un 

29

Con analogo percorso logico, riguardante le forze elettriche agenti su un 
generico volume elementare all’interno di una arbitraria distribuzione di 
cariche, si ottiene la quantità di moto dP associata ad un volume dV al cui 
interno vi siano campi elettrici e magnetici.

2 2

0

1
V= V

E B S
dP d d

c cµ

∧
=

�� �
�
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( ) ( ) ( ) ( )
x y z

B B B B
x y z

∂ ∂ ∂
∇⋅ ∇∧ = ∇∧ + ∇∧ + ∇∧

∂ ∂ ∂

� � � � � � � � �

y yx xz z
B BB BB B

x y z y z x z x y

∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ 
= − + − + −    

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

2 22 22 2
y yx xz z

B BB BB B

x y x z y z y x z x z y

   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= − + − + −       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
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x y x z y z y x z x z y
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

0=
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ˆˆ ˆ
z y x z y x

A

A A i A A j A A k
y z z x x y

∇∧ ∇∧ =

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= ∇∧ − ∇∧ + ∇∧ − ∇∧ + ∇∧ − ∇∧ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

�� �

� � � � � �� � � � � �

[ ] [ ] ˆˆ ˆ... ...
y x x z

A A A A
i j k

y x y z z x

 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  
= − − − + + =    

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

[ ] [ ]
2 2 2 2

2 2
ˆˆ ˆ... ...

y x x z
A A A A

i j k
y x y z z x

  ∂  ∂ ∂ ∂
= − − − + + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
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y x y z z x∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

[ ] [ ]
2 2

22 2

2

ˆˆ ˆ... ...
y x xxzx

A A AA
i j k

x y z y

A

x z

A

x

 ∂    ∂ ∂∂∂
= + − + + + =   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ +

 ∂ ∂  

( ) ( ) ( )2A A A A= ∇ ∇⋅ −∇ = ∇ ∇⋅ − ∇⋅∇
� � � �� � � � � �

xA

x

∂

∂
+

2

2

xA

x

∂

∂
+

( ) [ ] [ ]2 ˆˆ ˆ... ...xA A i j k
x

∂ 
= ∇⋅ −∇ + + = ∂ 

��
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Onde elettromagnetiche – Campi polarizzati

( )ˆ
0

u E

w

∂ ⋅
=

∂

�

( )ˆ
0

u B

w

∂ ⋅
=

∂

�
ˆ ˆu E e u B sono

indipendenti da w
⋅ ⋅
� �

E e B sono perpendicolari alla direzione di propagazione dell’onda.

( )0
ˆ ˆ Eu E u E f w cost⋅ = ⋅ =
� �

( )0
ˆ EMa u E è costante mentre f w ovviamente no⋅ ⇒
�

0
ˆ ˆ 0u E u E⋅ = ⋅ =
� �

... idem per B
�

( )0 EE E f w=
� �

( )0 BB B f w=
� �
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E e B sono perpendicolari alla direzione di propagazione dell’onda.
... idem per B

E e B sono perpendicolari fra di loro, con rapporto dei moduli = c (nel vuoto)

( ) 0
0 0 0

ˆ
ˆ ˆ 0 E B

E B

u E f f
u E vB u E f vB f B

w ww w w v

∧∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∧ − = ∧ − = ⇒ =

∂ ∂∂ ∂ ∂

�
�� � � � �

,E B
E B

f f
a f a f

w w

∂ ∂
⇒ = =

∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ 0E B Bu E f w vB f w au E vB f w K au E vB∧ − = ∧ − = ⇒ ∧ − =

�� � � � � � �

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ 0B B E Bau E f w vB f w u E f w vB f w u E vB⇒ ∧ − = ∧ − = ∧ − =

�� � � � � �

û E
B

v

∧
=

�
�


