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Oscillatore Armonico

Forza elastica (dipendente da P)

= ma —k(P—0) =ma

. k
a=——(P-0) xX+—x=0




P.F. - Es. 2: Forza elastica

Forza dipendente da P -
DE F=F,+F =mg—k(P—B) =ma
Lunghezza <>> % I ( x=0
naturale = - - .
della molla <> % :>Cl=g——(P—B) < y:O I
N E m .
X P E . Z=-g——(z-b)
— B ™S = Lunghezza
b < z% all’equilibrio
0. All’equilibrio: —mg +kb=0. =
. k k
—> Z=——b-—(z-b) =
m m

NB: Il risultato non dipende da g !



Oscillatore Armonico

e

k m .
Z=zocos£ —tJ =2z —~ |z=—|— z,sin
m k




Oscillatore Armonico

5c'+£x:0
m

Soluzione particolare (condizioni iniziali date)

x(0) = x, x(0)=0

[ k ] e [ k ]
= |x=x,co8| ,[— 1| | XxX=—,]—x,sin| ,|— ¢
m m m




Oscillatore Armonico

Soluzione generale

x=Acos(opt+a)| o=

~  X=—mAsin(@y + o)

@, = frequenza naturale dell’oscillatore

oppure

x=acos(awy)+bsin(ay)

x =—aa, sin (@) +ba, cos(wyt)

Acos(ayt+a)=Acos(myt)cosa— Asin(@yt)sine  a=Acosa b=-Asina




Oscillatore Armonico

x=Acos(\/Et+a'J
m

2
T =—my

2

V=t
2

Conservazione dell’energia meccanica

—

)'cz—\/EAsin(\/E t+aJ
m m

:lkA2 sin’ (\/?t+aj
2 m

- E=T+V =—kA®

=lkA2 cos’ [\/; t+0{j
2 m

Se @), =

—




Oscillatore Armonico

Oscillazioni Forzate

¥+agx=0

\/?
@, =,|—
m

mi +kx=F (1)

Consideriamo una forza del tipo

x=Acos(@y+a)

F(t)=F,cos(wt-a)

e verifichiamo se esiste una soluzione del tipo x = C COS ((()t - )

—a)=F,cosfr=a) = C = Fo

—ma’Cc —a)+kCc

k

T m(a) - &)

cos(wt — )

1

ma,—ma’

@), = frequenza naturale

® = frequenza applicata



Oscillatore Armonico Forzato

Usando i numeri complessi
. 2 o :JE

mi+kx=F (1) S Nm

mjc'+im35+kx+iky:Fx( )+zF ( )

X=x+Iiy

F(t)= Fye' = Fye e = Fe"™ ™ = F, cos (wt — o) + Fisin (ot — @)

e verifichiamo se esiste una soluzione del tipo X= Celwt
it FO
—ma*CP” +kC” = F, — C= .
—ma
- F
X = 0 ea)t o) X = 0 COS(G)Z‘—C{)

m((oé—(oz) (a)o—a) )




Oscillatore Armonico Forzato

Lo sfasamento a ¢ caratteristico della forza esterna.
Questa soluzione particolare vale quindi per condizioni iniziali fissate:

F . —oF, :
= L _cos(wt-a) i ¢ —sin(wr—a)
m(af - @) m(a} - @)
x(0) = 50 ~Cos x(0) = aZFO ~sina
P o P
(1 x(o)]
o = arctan| —
@ x(0)
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Oscillatore Armonico Forzato

Equazione differenziale omogenea

X+wix=0

x=acos(a@yt)+bsin(awy)

Equazione differenziale non omogenea

¥+w;x=F()/m

X =

ot cos(wt —a)

m(w;- o)

Soluzione generale dell’ equazione differenziale non omogenea

FO
m(w;- ")

X =

cos(wt —a)+acos(@yt)+Dbsin (@)
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Oscillatore Armonico Forzato

Problema fondamentale

x(t)zm(wf"_wz)cos(a)t—a)+acos(a)0t)+bsin(a)0t)
0
| _F, | .
x(t)= ——sin (@1 — ) —aw, sin (@t ) + b, cos (wyt)
P
F,cosa x(0) @ F,sina
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Oscillatore Armonico

Oscillatore forzato con smorzamento

Se, oltre allaforza ﬁ(l‘) — ﬁoeia}t

)

7~ N\,
agisce una forza di attrito = mi=—kx 4(/155} F (1)
—

proporzionale alla velocita ...

... esiste ancora una soluzione del tipo x = Ce'® ?

A

m?C=—kC—i@AC+F, = C=— 0
k+iodl—mo

: A
. £
_y | C_m(a)(f—a)2+i7a))
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Oscillatore Forzato con Smorzamento

3 Fy A A F i
€ m(a)ﬁ—af +i7a)) x=Ce" = > 02 . e’
m(a)o—a) +17/a))
ﬁ — 1 _Iaeiz}l
m((()é— e +i7/6()) ! L = peiz}ﬁ _ peizﬂFOei(a)t—a) _ pFOei(a)t—a+19)
ﬁ = Fe_i“ 2=-pHp"
0o pr=pp x(t) = pF, cos(wt —a+ 1)
2 1 o) 2 . <-~ymmTTC ——119_— : :
P = pm|\ @y — @ +17a)) =e " =cosvt—isint}

A

tanzﬂz—;/a)/(wg—a)z)

x(t) = F

w1t — o — arctan

m\/(a)j — @’

> COS(
) +}/2(02 a, —w

_______________________
< ___________________________
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Oscillatore Forzato con Smorzamento

F Ampiezza della Risonanza
0

- cos(wt—a+1) w Ropose e
m\/((oj —0)2) +yw

x(t) =

x(t) = pF,cos(wt—a+0)| rlo) s

I
p= L

> . .
m a)z — 0)2 + a)z Sfasamento della Risonanza
O Risposta in frequenza
T ' T ' T ‘ T
— ¥=0.5
/2 — v=0.2
— v=0.1

s | . ) | .
0 0.5 1 1.5 2




Oscillatore Forzato con Smorzamento

Xo/Fo

m/mO =01 k/ko =01
10 | - 10 | -
o
L
o
1] X 1
0.1 : 0.1
0.1 1 10 0.1 1 10
/@, /@,
A/ A, =01
10 ¢ :
=
LL
o
< 1
0.1
0.1

o/,
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Oscillatore Forzato con Smorzamento

mx+kx+ Ax=F (@) Bilancio energetico kg 4
m

\\\\\\\
\\\\\

‘‘‘‘‘‘‘‘
~~~~~~~~~

N N g d(1 ] dx
W, = F(I)@—mvﬂ+ma) xd—+m7/(dxj :—(_m"z +—ma)§x2j+m7/(—)
dt dt dt dt \ 2

W, = potenza erogata da F !
E = energia immagazzinata

Wp=FE+ Wdisp

Poniamo x, = pF, = x(t)=x, Cos(a)t —a+ 19) x(t) = —x,0s1n (a)t —a+ 19)

<E> = <%mv2 +%ma)§x2>= <%ma)2x§ sin® (@t —ar+ z9)>+<%ma)§x§ cos’ (wt—a+ z9)>

<E> =%mx§ (a)2 +a)§)
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Oscillatore Forzato con Smorzamento

<E> =imx§ ((02 +w§)

Bilancio energetico

v(2)

x,0sin (@t — o+ 1)

lmv2 +lma)§x2
2 2

W=—
dt

|

W)=

1 1
—mv’ +—mayx’

ool

dt

!

W)= mii e

T

— mx, Y

V()= B ) —

2
<E> 27L'<E> <E> ((02 + (02) Fattore di merito:
0=y — = = i Energia immagazzinata
r <W> (27[/ w) <W> <W> 2yw Energia spesa per ciclo
0>
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Oscillatore Forzato con Smorzamento

Lo sfasamento & ¢ caratteristico della forza esterna.
Questa soluzione particolare vale quindi per condizioni iniziali fissate:

Fy

= -
m\/(a)j —a)z) +y

cos(wr—a+ 1)

)=

—wF,

m\/(wj —w2)2 +Y

sin (@1 — a+ V)

o= arctan| 0/ (0] - ')

0

x(0)=

m\/(a)j —w2)2 +yw’

cos (- )

a =

Y@
2
@, — @

arctan ( —

]
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Oscillatore Smorzato

ME+ AX+ k& =0

(- +iyw+ @] ) 22 =0

$=Ae”

a, = 1 7//21—\/(03 - 7/2/4 =i 7//2i a)y — 5&12 _ Alzei(iy/Ziwy)t _ Alze—(y/z)teiiwyt

A —(y/2)t [ X Fiwt —iw,t
1.- Soluzione generale per y<2@, : | |X=2¢€ 72) (Ale ! +A2€ !

Soluzione reale:

A

X = e_w 2): (Ae”wyt A ) = Ae_(y/ 2): COS (a)yt + 0{)
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Oscillatore Smorzato

1.- Soluzione per Y<2®, : x=Ae " cos (a)},t +a )

Moto oscillatorio smorzato

xﬁ m A(ZJQE
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Oscillatore Smorzato

2.- Soluzione generale per Y > 2, : @, :i7/2ii\/72/4—a)§ = i(;//2ia)7)

i=Ae™ X = /Alle_(y/ oy Aze_(y/ o)

Soluzione reale:

~(7/2+w, )t +A26—(7/2—a)7)t

x=Ae

22




Oscillatore Smorzato

)

2.- Soluzione per y>2a,: X = Ale‘(7’/ 24w, ) +A, e‘(7’/2‘ )

Oscillatore sovrasmorzato

* A>2Imk

23



Oscillatore Smorzato

d*x dx
3.- Soluzione per y=2, : }/—-I-(() x=0
dt’ dt
d*x dx d ( dx dx
0. Zrix=0 =»> —| —+ox|+to|—+wx|=0
dr’ a0 dt(dt Oj O(dt 0)
%+ @,z =0 (7= Ae ™™ I
— <dl = dx = —eV+a@xe® =A
dx Ae ™ =—+ayx dt
= —+(()X At
dt )
— j(xe ) A = xe? =Ar+B = x=(At+B)e_w°t
4
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Oscillatore Smorzato

3.- Soluzione per y=2w,:

x=(At+B)e ™

Oscillatore criticamente smorzato

http://www.lon-capa.org/~mmp/applist/damped/d.htm

<

\

A =2 mk
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Oscillatore Forzato con Smorzamento

Equazione differenziale omogenea Equazione differenziale non omogenea
mi+AZ+ki=0 mi = —ki— Ax+ F (1)
/ y<2a, B a$—_——S——— - e
1.- ¥
il op(v/2) X F, ‘
|x=A4e" cos(w1 +a) x(@) = ! cos(wt —a+ V)|
m\/(wz_w2)2+7za)2 !
s y>20, | o
20- —(7/2+a) )t —(7/2-0) )t
|lx=Ae . tde | 0
i ¢} = arctan [— 7(0/((00 - )]
Y =2, . :
3-f . | S e
X = (At + B) (& o \:\L L-
+

Soluzione generale dell’equazione differenziale non omogenea
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Analogia con 1 circuiti elettrici

Oscillatore meccanico

d*x

-7 +ld—+kx: F(t)

X
dt

m

Oscillatore elettrico

dzq
dt’ dt C

L 2

+R—+lq:g(t)

X: posizione

m: inerzia meccanica
A: attrito

k: elasticita

F: forza motrice

q: carica elettrica

L: induttanza

R: resistenza

C: capacita

E: forza elettromotrice
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