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Equazione delle onde per
campi

= In assenza di cariche e correnti




‘ Equazione delle onde per
campi




Equazione delle onde per
campi

L” equazione dell’ onda e’ relativisticamente
Invariante

Si introduce |’ operatore differenziale
d’ Alambertiano
1 9

o= A -
c’ ot

— —

nel vuoto oF =0 oB=0



Corda vibrante

T(t,x+dx)=T

ity x +dx) —u(t, x) = 2% dx
: 0x

Oz, x) 9(t,x) piccolo = sind(z, x) ~ tan Iz, x) ~ H(t, x)
cosHt,x) =1
T(t,x)=T dl = cfﬁ ~ dx tan O(t, x) + ‘;_Z ~ 9(t,x)
rnaverticale = ZI:verticale
Adx 62_u =—Adxg — T sin¥(t,x) + T sin¥(t, x + dx)
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Corda vibrante

T(t,x+dx)=T

u(t,x+dx)—-u(t,x) = a—udx
| ax

sin (¢, x + dx) =sin (¢, x) + ai (sin (¢, x)) dx = sin (¢, x) + cos (¢, x) 3—0 dx
X X
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‘ Corda vibrante

T(t,x+dx)=T




Equazione delle onde
(d’ Alembert)

azf 182f
2 2 2=O
ox~ Vv~ of

J@,x)=f(x=-vt)+ f (x+VI)

. N

quantita’ che si propaga lungo quantita’ che si propaga lungo
I” asse x positivo con velocita v | asse x negativo con velocita® v

onda progressiva onda regressiva



Onde f(x=vi)

Fissiamo il punto di osservazione X=X,

Al variare del tempo si rileva g(t)=f(x,-vt)

Se dall’ istante t=t, iniziamo a muoverci
verso le x positive con velocita v

x(t)=x, +V(t—1,) R&

g(0) = f(x(t)-vi)

= f(x0 +v(t-t)- Vt) Si osserva il valore della funzione
d’ onda nel punto x, all’ istante t,

<

T

= f(x,—-Vvt)
f 0 0 |l profilo dell’ onda trasla nella direzione
=g(t)) X positiva con velocita v



Onde

F(x£vi) m

X =Vt sichiama fase dell’ onda

T

| punti in cui la fase e costante formano il
fronte d’ onda



Onde piane

Onda piana: propagazione di un’ onda periodica
con frequenza definita lungo una direzione

E(?, t) = E ei(“’t_’;"?) (e™ = cos x +isinx)

E (x,1) = cos(a)t kx)

m Onda sinusoidale:
profilo fisso in moto con velocita™ v
A /\ /\ /\ fissato t, sinusoide lungo x
\/ \/ \/ \ fissato x, sinusoide nel tempo

E




Onde piane
d(t,x) = wt — kx fase dell onda

expid(z + Z—E,x) = expiP(7, x) T = 27

()
e w
periodo \

frequenza angolare

expidP(z, x + 27”) = expiP(z,x)
2227
7 k

lunghezza d’ onda \

numero d’ onda



Onde piane

P(t,x)=wt—kx fasedel onda

dd(t,x)=0=wdt - kdx

velocita' di fase
w=kv

1 lunghezza d’ onda su 1 periodo
w A
V=——=—
k T



Onde piane

—_ - —_ . _I'c'.»
E(t,r)=E """

c’ ot’

C

o |k

w = kc

e - -

V- E=0 = k-E=0

il campo elettrico oscilla in un piano
ortogonale alla direzione di propagazione



Onde piane

B(t,7) = B e"™*"
- - OB -
VxE=—"r  B-X.E
/S 0"
e k=
—ikxE=—-iwB =—xE
C

e - -

V:B=0 = k-B=0(

anche il campo magnetico e ortogonale alla
direzione di propagazione



‘ Onde elettromagnetiche

il campo elettrico e magnetico oscillano in un
piano ortogonale alla direzione di propagazione

!

le onde elettromagnetiche sono onde
“trasversali”




‘ Onde piane

= Relazioni

- -

k-E=0

k-B

—

k

=( B="xE

)

m campo elettrico e magnetico sono perpendicolari tra loro e alla

direzione di propagazione

= k, E), B, formano una terna destrorsa

§><l_§‘=—E ﬁxﬁ0=wl§0 k x
ot
§xé=lﬁ EXEO= QE if\)(
¢t ot c’
E B < k E =cB

0 0 0
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Fronti d’onda Raggio
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Componente Componente
elettrica magnetica
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Polarizzazione
= Onda piana propagantesi lungo |” asse x

— —_

E=EOE coswt B=Be coswt
Yy 0 z

costanti nel tempo =» onda polarizzata linearmente

direzione di polarizzazione = direzione del campo elettrico

E,B ruotano nel piano yz con frequenza w

=» onda polarizzata circolarmente



Polarizzazione

La polarizzazione caratterizza quindi la
direzione del campo elettrico associato alla
radiazione (perpendicolarmente alla
direzione di propagazione)

La polarizzazione e definita solo per le onde
trasversali

Polarizzazione circolare/ellittica =
combinazione lineare di onde polarizzate
lineramente (e viceversa)



Polarizzazione

Polarizzazione lineare

P - s @ ——F=F————— - - —T
<« 45°

a) orizzontalmente v c)a +20° d) a-45°
b) verticale

La direzione di propagazione esce dalla pagina



Polarizzazione

s Polarizzazione circolare

a) destrorsa a) smistrorsa

La direzione di propagazione esce dalla pagina



Polarizzazione

s Polarizzazione ellittica

)

a) destrorsa b) sinistrorsa

La direzione di propagazione esce dalla pagina



Polarizzazione

= Onda non polarizzata

La direzione di propagazione esce dalla pagina



Onde sferiche

Onde emesse da una sorgente puntiforme

Simmetria centrale: nessuna direzione e’
privilegiata

Una generica componente di un campo
dipende solodar e t: Y(r,?)

1 9°
T2 If=0
c” ot

Ay



Onde sferiche

A'/} _ 1 62(”//) laplaciano in coordinate

2 ' oy
7 ar (?ferlche (qua_mdo nonc’e
ipendenza dagli angoli)

10°(ry) 1 0’y
2 2 .2 =0
roor c” ot

LSy 190y
or’ ¢t ot




‘ Onde sferiche

ry(r,t) = f(r-ct)

!

w(r,n= L=

r

La funzione d’ onda va come 1/r




Energia di un onda

La luce del sole scalda ....

. 1 1 .,
U= [u@t,F)aV = [|-¢,E* +—B*|dV
2 2u,
. oF . OB . VxB 1= = -
&=f 80E.3E+ L%\ oy = [|e,E- 22+ —B(-VxE)|av
ot ot MO ot :u()g() :u()
—- [V (ExB)av =-[¥-§av | g_ExB
U, S = p
0

vettore di Poynting



Energia di un onda

ExB ..
X V-5+2% 0

u, ot

S =

Energia 5] = J
T S m

Diretto lungo la direzione di avanzamento del campo e.m.

[S1L° = >

Il flusso attraverso una superficie chiusa fornisce la variazione
temporale dell’ energia nel volume racchiuso dalla superficie



Energia di un onda

Se sono presenti cariche elettriche che si muovono sotto I’ azione del
campo elettrico dando luogo a una densita” di corrente, si deve
considerare anche il contributo al bilancio energetico dello scambio di
energia tra onde e cariche necessario per tenerle in movimento

V-S+J-E+—=0
/ ot intensita’

potenza per unita’ di volume I=<§>
— __  energia media per unita’ di tempo onda piana
AU (potenza) che fluisce per unita” di E B Ez Bz
I=—— superficie lungo la direzione di J=_—"00_ 0 _ 0

ANt propagazione 2,[10 ) ZMOC Zuuo



Energia di un onda - esempio

= Sorgente puntiforme che emette a potenza
costante: dU/dt = costante

= Flusso del vettore di Poynting attraverso una
superficie sferica di raggio r coincidente con
un fronte d’ onda

Sﬁﬁ-ﬁdA = E4n’r2 = C—E"Ej dar’ = d—U = cOst.
< 2 dt
1
E o —

r



Quantita di moto

| — remicos — e, I sUperficie con densita’ di carica o

(a) '
y |

d3
dF = dg(E +Vvx B) = 0d3(E +Vvx B)

velocita™ acquisita dalle cariche sotto

potenza assorbita per unita’ I" azione del campo elettrico
di superficie _ _ _
R energia media assorbita per
dFF _ unita® di tempo e superficie =

V=0(E+VxB)'V =0E-V intensita’ ceduta dall’ onda

=0FEv I=0<Ev>

ds



Quantita di moto

| — remicos — e, I sUperficie con densita’ di carica o

(a) '

iz - _
- v I=0<Ev>

\V
Componente Componente
elettrica magnetica

forza magnetica normale alla superficie individuata da v e B

diretta lungo il verso di propagazione dell’ onda

—M=0'<VXB>=O'<VB>ex=0’<V—>ex=—ex
d> C C

forza media per unita’ di superficie = pressione



Quantita di moto

superficie con densita” di carica o

— Fronti d’onda ,\_\4 Raggio—,

(a) i’f
|
|

y

'y !
|

m 7 I=0<Ev>
78017 !

pressione di radiazione [r_ = ;

Componente
magnetica

Componente
elettrica

I” onda cede la quantita™ di moto F,, per unita” di tempo e superficie
(perfettamente assorbente)

se la superficie e’ perfettamente riflettente la quantita di moto

cambia verso e quella trasferita e doppia 2 T
d- “
ra C
per un angolo di incidenza 6 le espressioni vanno moltiplicate per il fattore
cos20 - componente normale (cos6) e aumento dell’ area (cos6)



Velocita di fase e gruppo

Affinche’ trasporti “informazione” un segnale non
puo’ essere puramente periodico (informazione =
cambiamento nell’ onda)

W(t,x)= cos[(a) ~ Aw)t - (k - Ak)x] + cos[(a) +Aw)t - (k + Ak)x]

= Zcos[Aa)t - Akx]cos[a)t - kx]

“ampiezza” ™ 0nda sinusoidale
- {;g . — velocita” del
et R T oo
ot ! - i - | h‘ it -




Esempio

Guida d’ onda: la geometria impone un taglio alle
frequenze che si possono propagare (simile alle
canne di un organo)

La configurazione dominante di onde che si propagano ha
una relazione tra il numero d’ onda e la frequenza

1
k = —\/ 0’ -w,
=— = —_— © c
k 2 relazione di dispersione
. ( w, ) w—>w,

2
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